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INTRODUCAO DO LIVRO

O Calculo é dividido em diversas disciplinas no ensino superior. Calculo Diferencial, Calculo
Integral, Calculo Numeérico e Célculo de Varias Variaveis sdo algumas dessas disciplinas, as quais
vocé certamente encontrara no decorrer de cursos superiores das areas de Ciéncias Exatas e
Tecnoldgicas. Todas essas disciplinas acabam servindo como alicerce para varias matérias
avancadas dos cursos que direcionardo a aplicacdo dos conceitos apresentados aqui. Logo, um
estudante que domine bem os conceitos basicos do Calculo conseguird, certamente, desenvolver

melhor todas as aplicagdes necessarias em seu curso de graduacao.

Devido a grande quantidade de assuntos englobados pelo Calculo, alguns cursos de Engenharia,
Matematica e Fisica, por exemplo, chegam a ter até cinco disciplinas de Calculo nos primeiros
anos da graduacéo. Em razéo dessa diviséo, o presente livro tratard apenas dos topicos de Calculo
com mais de uma variavel. Assim, vocé terd em maos um livro que amplia 0s conhecimentos
desenvolvidos no Calculo Diferencial e Integral para casos de trabalhos mais préximos do que se

V& em casos reais, que sdo aqueles nos quais as fungdes apresentam mais de uma variavel.

Logo, é de se esperar que o desenvolvimento deste livro ocorra de uma forma semelhante a
maneira como vocé, certamente, estudou Calculo Diferencial e Integral. Por isso, o primeiro
conceito desenvolvido é o de espacos n-dimensionais e funcdes de mais de uma variavel. No
entanto, por questdes de simplicidade, os focos principais serdo os casos de fungdes com duas e
trés variaveis. Com a definicdo e a apresentacdo dessas fungdes, os graficos de funcdes de duas

variaveis serao apresentados.

Terminada a defini¢do das fungdes de mais de uma variavel, é natural que iniciemos os estudos
de limites de func¢des com mais de uma variavel. Todos os conceitos desenvolvidos para o caso
de uma funcéo de uma variavel serdo expandidos aqui para fungdes com duas ou mais variaveis.
Tal como vocé imagina, o calculo de limites ainda ser& fundamental para o desenvolvimento de
conceitos mais avangados do Célculo, como a continuidade de uma fungdo com mais de uma

variavel.

Finalizando o estudo de limites das fun¢des com mais de uma variével, no estudo de determinados
problemas em que se tem que uma variavel é mantida constante e a outra ndo, vocé sempre se
vera frente a um tipo caracteristico de limite. Esse limite especial seré definido como a derivada
parcial da fungdo com mais de uma variavel. Com a defini¢éo desse limite e com a busca por uma

forma mais simples de avali-lo, também ser feita uma analise geométrica do significado de uma
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derivada parcial e da regra da cadeia. Como existe mais de uma variavel no caso estudado, é
natural que se possa avaliar casos de derivadas sucessivas, alternando-se as variaveis. O passo
seguinte é fazer a avaliagdo de uma das principais aplicagbes das derivadas, focando no estudo

de funcgdes. Iremos, entdo, avaliar os maximos e minimos das fun¢des com mais de uma variavel

Finalizando o material, chega 0 momento de estudarmos as integrais de fungdes com mais de
uma variavel ou as integrais multiplas. Basicamente, iremos estudar os casos de integrais duplas
e triplas, sendo que, durante o desenvolvimento dos conceitos, serdo apresentadas técnicas de
mudanca de variaveis, a fim de facilitar o seu trabalho em casos especificos.

Antes de iniciarmos nossos estudos, é importante enfatizar a dificuldade de escrever um material
para disciplinas da area de Ciéncias Exatas. Geralmente, sdo disciplinas que assustam pelo préprio
nome, com estigmas adquiridos ainda nos ensinos fundamental e médio. Com isso em mente,
busquei utilizar uma linguagem mais simples e apresentar uma grande quantidade de exemplos
praticos dos temas estudados, visando aumentar sua compreensdo e absor¢cdo dos conceitos
apresentados. No entanto, vocé deve ter em mente que esta € uma disciplina que exige muita
prética, para maximizacdo do aprendizado. Entdo, vocé devera realizar o maximo possivel de

exercicios sobre os temas estudados.

Espero que seja possivel aproveitar este material e que ele contribua para seu crescimento pessoal

e profissional. Bons estudos!
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Introducéo

O objeto central de estudos do Calculo séo as fungdes. Ao iniciar seus estudos de Calculo,
vocé, caro(a) aluno(a), certamente vocé ja estudou o que sdo funges com uma Unica variavel,
quais suas caracteristicas e como aplicé-las de forma adequada nos mais diferentes tipos de

problemas.

Mas as funcBes de uma variavel tém um uso limitado, sendo muito comum que Vocé,
estudante, precise lidar com fungbes mais complexas, que apresentam mais de uma variavel.
Sendo assim, a presente Unidade visa fundamentar as bases que vocé precisara para trabalhar
com tais fungdes de varias variaveis. Logo, inicialmente sera apresentada uma base sobre 0s
espacos dimensionais antes de comentarmos sobre as fungdes de n varidveis, o que facilitara sua
compreensdo sobre as fungdes mais complexas. Apos essa base ser firmada, partiremos para o
estudo do Célculo, efetivamente, em que veremos limites e continuidade dessas funcdes de n

variaveis.
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Ao iniciar seus estudos em Calculo, vocé, estudante, certamente foi apresentado a

ESPACO DE N DIMENSOES

determinadas grandezas conhecidas como variaveis, sendo, inclusive, um dos focos do
Célculo, realizar anélises de como uma variavel ird se relacionar com outra variavel. Cabe
aqui, entdo, realizar uma nova abordagem desses conceitos, de modo a expandirmos esses

conhecimentos prévios que vocé ja apresenta.

Primeiramente, considere apenas uma variavel x qualquer. Uma variavel qualquer
simplesmente indica um valor qualquer, segundo Thomas Junior (2016). Assim, quando
temos apenas uma variavel em maos, pouco podemaos fazer, além de observar os valores,
visto que com apenas um conjunto de nimeros, ndo podemos relacionar estes com nada.
Assim, como cada variavel pode ser representada simplesmente como um ponto,
podemos dizer que o conjunto de valores de uma variavel é um espago unidimensional,
de modo que um valor de uma variavel pode ser representado simplesmente como um
valor, por exemplo, x (MORETTIN; HAZZAN; BUSSAB, 2016).

O estudo de variaveis solitarias ndo ¢é de interesse pratico para diversas areas da ciéncia.
Durante seus estudos de Célculo, vocé se deparou com situacdes e problemas de funcdes,
que, segundo Stewart (2017a), sdo uma lei que associa um unico elemento y a cada
elemento x de um determinado conjunto, chamado dominio da funcdo. Ou seja, uma
funcdo € uma regra que associa as variaveis x do dominio com um Unico valor y, sendo
0 conjunto de todos os valores possiveis de y chamado de imagem. De forma geral, as
variaveis x do dominio sdo chamadas variaveis independentes e as variaveis y da

imagem sdo chamadas variéveis dependentes.

Assim, os problemas com os quais vocé lidou ao estudar Calculo eram do tipo y = f(x).
Resolvendo problemas desse tipo, uma das maneiras para representar a resposta obtida é
na forma de um par ordenado (x,y). Note que, ao trabalharmos com uma fungdo y =
f(x), estamos, de fato, lidando com a observacao simultanea de duas variaveis, conforme
Morettin, Hazzan e Bussab (2016). Por isso, tais problemas podem ser tratados como a

analise de um espaco bidimensional.

No entanto, vocé certamente j& deve ter imaginado que os estudos de uma fungdo nédo
devem se limitar ao caso da observacdo simultanea de apenas duas varidveis. Granville,
Smith e Longley (1986) indicam exemplos simples de fun¢Ges com mais de uma variavel,
tirados da geometria espacial, como:
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a. ao avaliar o volume de um cilindro, vocé utiliza a fungéo V,;; = mr2h, ou seja, 0
volume é funcdo tanto da altura quanto do raio do objeto;
b. a éarea de um tridngulo ABC qualquer pode ser calculada em funcéo do seno de

A ~ 1 ~ -
um de seus angulos segundo a fungéo A = Eab sen a, emque a e b sdo dois lados

do triangulo e a é o0 angulo entre estes lados. Logo, a funcdo area de um triangulo

pode ser expressa como uma fungédo de trés variaveis.

Além disso, fungdes podem ser empregadas na modelagem matematica de fenémenos.
Logo, vocé ja deve ter percebido que os estudos de uma funcdo ndo devem se limitar ao
caso da observacdo simultadnea de apenas duas varidveis. Certamente, vocé consegue
imaginar que fenbmenos mais complexos podem apresentar mais de uma variavel

independente.

Agora é o momento de estudarmos casos de fun¢des com mais de uma variavel. Antes de
partirmos para o estudo das fungdes mais complexas, iremos, primeiramente, trabalhar

um pouco com as dimensdes de diferentes espacos.

Espacos bidimensionais
Segundo Leithold (1994), o conjunto de todos 0s nimeros inteiros, racionais e irracionais
é conhecido como conjunto dos numeros reais, sendo representado pelo simbolo R ou

R. Esse conjunto serd o foco do desenvolvimento desta unidade.

Quando tomamaos dois nUmeros reais e 0s representamos em uma ordem pertinente, temos
um par ordenado. Assim, sendo x e y numeros reais, o0 par (x,y) representa um par
ordenado real. E imprescindivel que vocé note a importancia da ordem em que se
representa os elementos num par ordenado: o par (x, y) é diferente do par (y, x), mesmo
que ambos pares sejam formados pelos mesmos numeros reais (MORETTIN; HAZZAN;
BUSSAB, 2016).

Agora, assim como foi feito com os nimeros reais, vocé também pode considerar todos
0s pares ordenados reais arranjados em um conjunto. Tal conjunto formado por todos 0s
pares ordenados reais é conhecido como espaco bidimensional. Como um par ordenado
real contém dois elementos do conjunto dos nimeros reais, 0 espaco bidimensional pode
ser representado por R X R ou simplesmente por R?. Numa notagdo matematica mais

correta, esse conjunto € representado da seguinte maneira:
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R? = {(a,b)|a,b € R} 1)

Morettin, Hazzan e Bussab (2016) indicam que os elementos do espago bidimensional
também podem ser representados geometricamente, com o uso do plano cartesiano. Em
tal representacdo, o primeiro elemento do par ordenado indica um valor da abscissa, ou
seja, do eixo horizontal do plano cartesiano, enquanto o segundo elemento do par
ordenado indica um valor do eixo das ordenadas, ou seja, do eixo vertical do plano
cartesiano. Logo, um par ordenado pode ser visto simplesmente como a determinacdo de

um ponto no plano cartesiano, tal qual a Figura 1.1 ilustra.

L. o (ab)

Figura 1.1 - Representagdo geométrica de um par ordenado (a, b)
Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, como foi apresentado na Figura 1.1, a convencdo de representacdo de um par
ordenado indica, primeiro, a abcissa, depois, apresenta o valor das ordenadas.

Outro destaque de Morettin, Hazzan e Bussab (2016) se da ao fato de que uma funcéo
pode ser facilmente representada na forma de um conjunto de pares ordenados. Ou seja,
uma fungdo pode ser representada por um subconjunto de R? por meio de uma relagao
bindria ou relagdio no R% Por exemplo, a fungdo y = f(x) = x + 2 pode ser
representada pelo conjunto de pares ordenados na forma (x, x + 2), para qualquer valor

de x € R. Ou seja, a funcdo y = f(x) indicada pode ser representada por um conjunto
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Y={(x,y) ERly=x+2}, sendo Y um subconjunto do espaco bidimensional.
Geometricamente, este subconjunto Y € apresentado na Figura 1.2, em que se pode ver

trés pontos destacados.

3 (35)

Figura 1.2 - Representacdo geométrica do conjunto Y = {(x,y) € R|y = x + 2}

Fonte: Elaborada pelo autor.

Morettin, Hazzan e Bussab (2016) ainda apresentam a seguinte conclus&o: seja a fungéo
definida por Y = {(x,y) € R|y = f(x)}e seja um ponto descrito pelo par ordenado
(a, b), no qual a pertence ao dominio da fungdo. Para qualquer ponto no qual b > y, tem-
se que o0 ponto encontrar-se-a acima da curva obtida pela unido dos pares ordenados que
satisfazem a funcdo y = f(x). Ja para 0 caso de b < y, 0 ponto estara abaixo da curva

obtida pela unido dos pares ordenados que satisfazem a fungdo y = f(x).

Essa analise geométrica binaria pode ser estendida para tipos especiais de funcées. Por
exemplo, quando se tem uma inequacéo, o resultado geométrico é um semiplano, que
pode estar tanto acima quanto abaixo da curva apresentada. Tome como exemplo a
inequacgdo y > x + 2. Tem-se que o conjunto de pares ordenados que a representa é A =
{(x,y) € R]y = x + 2}, ou seja, qualquer valor de y maior ou igual a x + 2 satisfaz a
inequacdo dada. Assim, na Figura 1.3, a area destacada acima da curva representa um

semiplano do qual pares ordenados que satisfazem a inequagdo podem ser encontrados.



Figura 1.3 - Representagdo geométrica do conjunto A = {(x,y) € R|y = x + 2}

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um outro exemplo de semiplano formado pelo conjunto de todos os pares ordenados que
satisfazem uma inequacéo € no caso da inequacgdo que define um circulo. Retomando a
funcdo que descreve uma circunferéncia, vocé deve se lembrar que tal funcdo é implicita,
sendo escrita na forma y? + x2 = r2. Considere como exemplo, entdo, o conjunto C =
{(x,y) € Rly? + x?2 < 1}. Nele, temos uma funcdo implicita que define uma
circunferéncia de raio 1, sendo que o conjunto C ira conter todos os pares ordenados que
satisfazem a fungdo y? + x? = 1 e todos os pontos contidos dentro da circunferéncia
descrita por tal curva. Na Figura 1.4, sdo mostradas a representacdo geométrica da funcao

y? + x? = 1 e a area, que esta destacada, indicando os pontos contidos no conjunto C.
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Figura 1.4 - Representacdo geométrica do conjunto C = {(x,y) € R|y? + x? < 1}

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que caso o conjunto fosse C' = {(x,y) € R|y? + x? = 1}, 0s pontos a serem
considerados seriam aqueles fora da circunferéncia. Lembre-se também que 0s sinais >
e < incluem os pontos da curva. Caso o sinal de desigualdade usado fosse > ou <, 0s
pontos sobre a curva ndo seriam considerados como parte do conjunto de pares ordenados

que satisfazem a relagéo indicada.

Morettin, Hazzan e Bussab (2016) ainda indicam que, no plano cartesiano, também somos
capazes de avaliar qual a distancia entre dois pontos de forma relativamente simples.
Considere os pontos A = (x1,y1) € B = (x3,y,), sendo A, B € R. Geometricamente,

esses pontos séo representados tal qual nos mostra a Figura 1.5.
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Figura 1.5 - Representacdo geométrica dos pontos A = (x1,v1) € B = (x3,Y5)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que os dois pontos formam um tridngulo retdngulo quando se usa um ponto
auxiliar V (x,,y,), para o qual se tem os lados AV = x, — x; e BV =y, — y;, além da
hipotenusa d,z, que € a distancia entre os pontos A e B. Logo, da trigonometria, tem-se

que:

dip = AV? + BV? > djg = (x; — %)% + (¥ — y1)?

dag =/ (xz — 20)? + (y2 — y1)? (2)

Exemplo 1.1: Considere os pontos A = (2,6), B = (4,3) e C = (0,0). Calcule, entéo,

as distancias dyp, dsc € dpc.
Solucéo

Na Figura 1.6, podemos ver geometricamente a posi¢do de cada um dos trés pontos

apresentados:



B oA

s :

4

I i PEEPEEEEEPEEEEEEPRERES e B

5 :

1C )
R 5

Figura 1.6 - Representacdo geométrica dos pontos A, B e C dados

Fonte: Elaborada pelo autor.

Utilizando o raciocinio trigonométrico apresentado anteriormente, as distancias entre os

pontos pedidos poderéo ser calculadas utilizando a Equacao (2) nas seguintes formas:

dup = \/(XB —x4)%* + (g — ya)?

dac = \/(xA —xc)? + (Y4 — Yc)?

dpc = \/(xB —xc)?+ (Vg — ¥c)?

Entao:

dap =@ —2)2+(6-3)2=V4+9=+13

dac =+/(2—0)2 + (6 —0)2 = V4 + 36 = V40 = 2v10

dgc =/(4—-0)2+(3-0)2=vV16+9=V25=5
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Espacos tridimensionais

De forma semelhante ao caso dos pares ordenados, Morettin, Hazzan e Bussab (2016)
dizem que se tomamos trés numeros reais e 0s representamos em uma ordem pertinente,
temos uma tripla ordenada. Assim, sendo x, y e z numeros reais, a tripla
(x,y,z)representa uma tripla ordenada real. Considerando, entdo, todas as triplas
ordenadas reais em um conjunto, vocé obtém um conjunto conhecido como espaco
tridimensional. Cada tripla ordenada real contém trés elementos do conjunto dos
numeros reais, fazendo com que o espaco tridimensional possa ser representado por R X

R x R ou R3. Na notagdo matematica de conjuntos, tem-se:
R? = {(a,b,c)|a,b,c € R} .

Tal qual os pares ordenados, as triplas ordenadas também podem ser representadas
geometricamente como pontos, mas ndo no plano cartesiano. Os elementos de R3
precisam de um terceiro eixo para serem representados. A Figura 1.7 exemplifica a

representacdo geométrica de um ponto A = (a, b, ¢).

Figura 1.7 - Representacdo geométrica do ponto A = (a, b, ¢)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Segundo Morettin, Hazzan e Bussab (2016), é importante estar atento ao trabalhar com
triplas ordenadas na forma geométrica, pois se uma das coordenadas for igual a zero, o
conjunto de pares ordenados que ir& representar a tripla € um plano determinado pelos
demais eixos. Assim, o conjunto A = {(x,y,z) € R|x = 0} consiste de todos os pontos
do plano formado pelos eixos 0y e 0z; para um conjunto B = {(x,y,z) € R|y = 0},
seriam todos os pontos do plano formado pelos eixos 0x e 0z; e, para um conjunto C =
{(x,v,2) € R|z = 0}, seriam todos os pontos do plano formado pelos eixos 0x e 0y. Na

Figura 1.8 s&o mostrados esses conjuntos.

A={lxy2z) e RIx=0} B={(x,y,2) e Rly=0}

C={x,y,2) € Rlz=0}
z

Figura 1.8 - Representacdo geométrica dos conjuntos A, B e C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em um exemplo semelhante ao discutido anteriormente, caso uma das coordenadas da
tripla ordenada seja um outro inteiro diferente de zero, o resultado geométrico é
semelhante ao mostrado na Figura 1.8. A Unica diferenca consistird em que o plano
formado serad deslocado de acordo com a necessidade. Por exemplo, o conjunto C' =
{(x,y,z) € R|z = 1}possui representacdo geométrica idéntica a do conjunto C =
{(x,y,z) € R|z = 0}; adiferenca é que o plano devera se encontrar deslocando 1 unidade

no sentido positivo do eixo z, como mostra a Figura 1.9.



Figura 1.9 - Representacdo geométrica de um conjunto €' = {(x,y,z) € R|z = 1}

Fonte: Elaborada pelo autor.

Concluindo o estudo sobre espaco tridimensional, de acordo com Morettin, Hazzan e
Bussab (2016), a distancia entre dois pontos também pode ser facilmente avaliada com
técnicas de trigonometria, como se fosse a diagonal de um cubo, partindo de uma linha
de raciocinio semelhante aquela usada para o caso da distancia entre dois pontos no plano.
Na Figura 1.10 tem-se os pontos A(x, y1,21) € B(x3, ¥, Z5), sendo que eles se localizam

em pontos diagonais opostos de um cubo imaginario.



Figura 1.10 - Representacdo geométrica da distancia dos pontos A e B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, a distancia d, g entre os pontos pode ser avaliada da seguinte maneira:

dyp = \/(xz —x1)%2+ (2 —y1)? + (2 — 21)? (4)

Espagos n-dimensionais
Chegando a este ponto, vocé, estudante, deve ter percebido que podemos formar
sequéncias de quantos numeros reais quisermos, de modo a encontrarmos n-uplas
ordenadas reais, para as quais o conjunto contendo todas essas n-uplas ordenadas é
chamado espaco n-dimensional. Morettin, Hazzan e Bussab (2016) destacam que esse
espago n-dimensional pode ser representado por R". Na notagdo matematica de conjuntos,

tem-se:

Rn = {(all a2l'--1a‘n)|a1! az,...,Aan € R} (5)

Perceba que a defini¢do dada acima por Morettin, Hazzan e Bussab (2016) corrobora o
que ja vimos anteriormente sobre espagos bi e tridimensionais. Na verdade, se vocé

substituirn = 1, 2 ou 3, vocé tera o conjunto dos nimeros reais, um espaco bidimensional



I

e um espaco tridimensional, como descrito anteriormente. Faca essas substituicdes em

(5) e compare com o que é mostrado em (1) e (3).

Um ponto interessante sobre o espaco n-dimensional mostrado por Morettin, Hazzan e
Bussab (2016) € o fato de que apenas n-uplas ordenadas de n < 3 admitem representacéao
geométrica. Logo, espacgos quadridimensionais ou de dimensdes superiores nao poderao
ser representadas na forma grafica. No entanto, mesmo com essa limitacdo, ainda
podemos avaliar qual a distancia entre dois pontos para qualquer que seja o valor de n.
Morettin, Hazzan e Bussab (2016) afirmam que, para qualquer ponto A = (a4, a,,...,a,)
e B = (b, b,,...,b,) pertencentes a R", a distancia dz pode ser avaliada da seguinte

forma:

dap = /(a1 — b1)? + (az — by)?+...+(ay — by,)? (6)

REFLITA

A questdo de espacos com mais de trés dimensdes € algo que muitos estudantes tém
dificuldade de visualizar e mesmo imaginar, até porque somente somos capazes de
representar geometricamente dimensdes de n < 3. VVocé consegue imaginar, entéo, qual
o sentido de estudarmos tais casos de dimensdes maiores que trés e como diferentes areas

da ciéncia podem se beneficiar de dimensfes mais complexas?



ATIVIDADES

1) Um dos pontos-chave de se estudar pontos no espago R" é saber identificar qual a
distancia de um ponto a outro, 0 que se mostrara uma habilidade importante para
defini¢cbes futuras na presente disciplina. Visando a pratica deste topico, analise as
alternativas a seguir: apenas uma delas indica uma distancia entre pontos calculada
erroneamente. Assinale aquela em que a distancia apresentada é correta.

a) A distancia entre os pontos 4 = (—2,5) e B = (4,3) é igual a 4v/10unidades de
comprimento.

b) A distancia entre os pontos C = (1,1,1,1) e D = (2,3,3,1) é igual a 3 unidades de
comprimento.

c) Addistanciaentre os pontos E = (—2,—1,3) e F = (0,3,—1) é igual a 2 unidades
de comprimento.

d) A distancia entre os pontos A = (—2,5) e F = (0,3,—1) éiguala5.

e) A distancia entre os pontos G = (—2,—3,—3) e H = (4,3,0) é igual a 3V5

unidades de comprimento.
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FUNCOES COM MAIS DE UMA VARIAVEL
Agora que fizemos uma breve revisdo a respeito das dimensdes dos espacos, voltaremos
nossos estudos de forma mais direta e aplicada para o Calculo. Faremos isso expandindo

o0 conceito de funcdo com o qual vocé ja estd acostumado.

Como ja foi dito no inicio da presente Unidade, existem inimeras fungdes que apresentam
mais de uma varidvel independente. Como Thomas Junior (2016) e Stewart (2017b)
afirmam, essa situacdo de funcbes com mais de uma varidvel independente sdo
corriqueiras no mundo real, sendo possivel apresentar uma gama de exemplos simples de

tal situacéo.

Ja no inicio desta unidade, foram apresentados dois exemplos geométricos de funcdes
com mais de uma variavel independente, mas tal lista pode ser expandida, apresentando

exemplos mais abrangentes e de diferentes areas. Por exemplo:

a. a velocidade do som se propagando na agua do mar, v4g,4, € Uma fungdo que
pode ser escrita de forma simplificada como uma funcéo da concentracdo de sais
na agua, Cs, e sua temperatura, T. Entéo, pode-se escrever que v;gyq = f(Cs, T).

b. para se avaliar a area externa do corpo de um ser humano, 4., pode ser proposta
uma fungdo que leva em consideragdo tanto a altura h do individuo quanto seu
peso w, ou seja, A., = f(h,w).

c. naquimica e nafisica, vocé pode ser confrontado constantemente com o problema
de avaliar a pressdo de um gas ideal. Para tal, vocé deve usar a equagéo de estado
P = (nRT)/V, naqual se tem que P é a pressdo do gas, n € o nimero de mols do
gas, R é a constante universal dos gases ideais, T € a temperatura que 0 gas se
encontra e V é o volume no qual o gés esta contido. Ou seja, tem-se que P é uma
funcdo de n, T e V, visto que R é uma constante. Ou seja, para este caso, tem-se
que P = f(n,T,V)

Logo, agora vamos expandir as defini¢cbes e conceitos desenvolvidos para funcdes com
uma Unica variavel independente para 0s casos em que se tem mais de uma variavel

independente.

Como visto anteriormente, 0 espaco n-dimensional R" contém todas as n-uplas de
nUmeros reais possiveis, sendo que cada n-upla (a4, a,, ..., a,) € um ponto no espaco n-

dimensional. Partindo disso, Leithold (1994) apresenta as seguintes definigdes:
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Definigdo 1: seja P = (a4, ay, ..., a,) um ponto no espaco n-dimensional e 0 niUmero
real w. Entdo, o conjunto de pares ordenados (P, w) no qual dois pares distintos nao

apresentam os primeiros elementos iguais determinam uma funcao de n variaveis;

Defini¢do 2: o conjunto que contém todos os valores que sdo possiveis para o ponto

P da Definicéo 1 € conhecido como dominio da funcéo;

Definicé@o 3: o conjunto que contém todos os valores que sdo possiveis para o valor

real w da Definigdo 1 é conhecido como imagem da funcéo.

Das Definigdes 2 e 3, podemos inferir que o dominio de uma fungéo de n varidveis sera
um conjunto de R", enquanto a imagem da funcéo serd apenas um conjunto de nimeros
reais, ou seja, um conjunto de R. Conferindo, também, a Defini¢do 1, note que quando se
tem n =1, entdo P se reduz a um Unico valor real. Logo, o par ordenado indicado contém
dois elementos reais, ou seja, &€ exatamente o caso de uma fungdo com uma unica variavel.
Veja ainda que o dominio da func¢ao neste caso serd um conjunto de R, tal qual a defini¢ao
de uma funcdo de uma varidvel indica. Ou seja, de acordo com Leithold (1994), uma

funcdo de uma variavel é o caso particular da Defini¢do 1, em que n = 1.

Ap0s a situacao mais simples de uma funcéo, que é o caso de uma Unica variavel, temos,
entdo, o caso de uma funcdo com duas variaveis. Esse tipo de fungdo, segundo Thomas
Junior (2016) e Stewart (2017b), frequentemente é representado como z = f(x,y), tem
como dominio um subconjunto de R? e, como imagem, um subconjunto de R e serd o
foco principal dos nossos estudos de fungdes de mais de uma variavel, inclusive por ser
um caso-limite de capacidade de representacdo geométrica. Assim como vocé estudou
nos casos de funcbes de uma Unica variavel, uma funcdo com duas variaveis também
pode ser representada por meio de um diagrama de setas. Observe, na Figura 1.11, a

ilustracdo dessa representacéo.



Figura 1.11 - Diagrama de setas para uma funcdo z = f(x,y)

Fonte: Adaptada de Thomas Junior (2016, p. 796).

Note que o dominio D da funcdo esta destacado a esquerda na Figura 1.11. Do dominio,
cada par ordenado P = (p;,p,) estd associado a um Unico elemento real igual a f(P) =

f (p1,p2), tal qual é dada a definigdo de uma funcao.

Stewart (2017b) ainda traz um fato importante a respeito das fung¢des. Caso uma funcao
f de n variaveis estiver bem definida por uma férmula, mas ndo apresentar um dominio
especificado, subentende-se que o dominio dela sera o conjunto de todos os pontos P =

(ai,ay,...,a,) parao qual a funcdo retornar um valor real bem definido.

Exemplo 2.1: Considere a funcdo z definida por z(x,y) = 2x? — 3y. Encontre, entio,
z(0,3), z(3a, —5b) e z(x?, y?).

Solucéo

Assim como no caso de uma funcdo de uma Unica variavel, basta substituir os valores de

acordo com o apresentado nos pares ordenados. Portanto:
z(x,y) = 2x? — 3y - 2(0,3) = 2(0)? — 3(3)

z(03)=0-9=-9



Mesmo quando se tem incdgnitas, o procedimento é 0 mesmo:

z(x,y) = 2x%* — 3y - z(3a,—5b) = 2(3a)? — 3(—5b)
z(3a,—5b) = 2-9a? + 15b = 18a? + 15b
Observe que vocé ainda pode colocar o resultado encontrado acima em evidéncia:
z(3a,—5b) = 3(6a? + 5b)
Finalizando, o ultimo resultado devera ser:
z(x,y) = 2x* = 3y - z(x?,y?) = 2(x*)? = 3(y?)

z(x?,y?) = 2x* — 3y?

Ainda a respeito das func@es de duas variaveis, Leithold (1994) define o caso das funcdes

compostas, comumente expressas como f °g:

Definicao 4: sejam as funges f e g, sendo f uma funcéo de uma variavel e g uma
funcdo de duas variaveis. Entdo, a fungo composta f o g serd uma funcéo de duas

variaveis, sendo esta funcdo definida como:

(fe () = f(g(x, )

Para tal funcdo composta, tem-se que o dominio sera o conjunto de todos 0s pontos

(x,¥) no dominio da funcdo g, para os quais se tem que g(x, y) estd no dominio de
f.

Observe que essa defini¢do de funcdo composta pode ser estendida para casos em que a
funcdo g apresenta n varidveis. Assim, sendo f uma funcdo de uma variavel e g uma
funcdo de n variaveis, a funcdo composta f o g também serd uma funcgéo de n variaveis,

com a funcdo composta definida como:

(f °g)(a1;a2»---;an) = f(g(allaZI"'lan))

Para tal funcdo composta, também se tem como dominio o conjunto de todos 0s pontos
(ai,ay,...,a,) no dominio da funcdo g, para os quais se tem que g(aq, ay, ..., a,) estd
no dominio de f (LEITHOLD, 1994).
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Exemplo 2.2: Considere as fungbes f(t) =Int + 2t e g(x,y) = x + y2. Encontre,

entdo, a fungdo composta f o g e seu dominio.
Solucéo

Da Definicéo 4, tem-se que uma fungdo composta f o g € obtida da seguinte forma:

(Fe)(xy) = f(gx, )

Entdo, utilizando as fun¢des informadas:
(fexy) = f(gtey)) = In (g(x, ) +2(g(x,¥))

Feg,y)=In(x+y*) +2(x+y?)

Para o dominio da fungdo composta, note que g(x,y) € definida para todos os pares
ordenados reais. No entanto, a funcdo f(t) s6 esta definida para os casos em que t > 0,
pois o logaritmo natural de um ndmero so esté definido para valores maiores que zero.

Portanto, o dominio dessa fungéo composta sera o conjunto D = {(x,y)|x + y? > 0}.

Um dos tipos mais comuns de funcBes que se tém sdo as func¢des polinomiais. No caso
das fungdes com duas variaveis, Leithold (1994) considera que uma funcéo polinomial
com duas variaveis é simplesmente a soma de r termos cx™y™, sendo ¢ um namero real
e m e n inteiros ndo negativos. Para uma funcéo polinomial com duas variaveis, tem-se
que o grau do polindmio serd determinado pelo maior valor de uma soma m + n de

termos que apresentem ¢ # 0.

llustrando uma funcdo polinomial, considere a funcdo polinomial f(x,y) = 2x3 +
3x%y3 + y; o grau desse polinémio sera igual a 5, pois é o maior valor de soma m + n.
Agora, se a funcdo fosse f(x,y) = x® + 2x3y2 + y3, 0 grau do polinémio seria igual a
6 — lembre-se que o zero é considerado um ndmero inteiro, logo, x® = x° - y°, entdom +

n = 6.

Gréficos de funcbes com duas variaveis
Quando temos em mdos apenas uma varidvel real, esta pode ser representada

geometricamente (ou graficamente) apenas com o uso de uma reta, a reta numérica real.
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Tal reta é uma forma de representar o conjunto de todos os ndmeros reais (STEWART,
2017a).

Durante os estudos de fungdes com uma Unica variavel, a representagdo geomeétrica
passou a ser feita no plano cartesiano, que é duas retas numéricas reais perpendiculares,
sendo uma reta horizontal, conhecida como eixo das abscissas, e uma reta vertical, o eixo

das ordenadas. Tais retas se cruzam na origem O, como nos mostra a Figura 1.12.

>

~<

Figura 1.12 - Representacdo geométrica do plano cartesiano

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ainda de acordo com Stewart (2017a), a representacdo geométrica de uma funcdo com
uma variavel f(x) consiste simplesmente em representar no plano cartesiano o conjunto

de pares ordenados (x, f (x)) para todo o dominio de uma funcéo, ou seja, apresentar em

forma gréfica o conjunto {(x, f(x))|x € D} ou {(x,y) € R?*|y = f(x) e x € R}.

Para 0 nosso caso de interesse no momento, que sdo fungdes com duas variaveis, a
definicdo da representagdo geométrica pode ser andloga a descrita acima, com a ressalva
de que os pontos de uma fungio com duas variaveis sdo pertencentes a R*. Entdo, tal qual

define Leithold (1994):
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Definicao 5: o grafico de uma funcgdo f de duas varidveis sera o conjunto de todos
os pontos (x, y, z) pertencentes a R* para os quais se tém que (x,y) sdo pontos do

dominiode f ez = f(x,y).

Entdo, o grafico de uma funcdo de duas variaveis é simplesmente a representacdo no
espaco tridimensional do conjunto de triplas ordenadas (x, y, f(x, y)) para todo o
dominio de uma funcéo. Para a representacdo grafica de fungGes com duas variaveis, vocé
pode fazer uso de uma versdo adaptada do plano cartesiano na qual se adiciona uma

terceira reta numérica representando o eixo z, como mostra a Figura 1.13.

Figura 1.13 - Representacdo geométrica do espaco tridimensional
Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que a Figura 1.13 ndo apresenta a Unica forma de representarmos um eixo
tridimensional! Existem diferentes formas, sendo que a escolha de qual vocé deve usar

depende simplesmente de vocé e do que deseja enfatizar graficamente.

Como os graficos tridimensionais nem sempre séo simples de se construir manualmente,
a seguir serdo indicados alguns exemplos de representagdes graficas de algumas funcdes

com duas variaveis comuns.

Exemplo 2.3: Considere a funcdo z = f(x,y) =4 —x —2y. Para representa-la

graficamente, o primeiro passo € identificar as intersecdes com 0s eixos. 1sso € encontrado
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avaliando f(0,0), para a intersecdo em z; fazendo y = z = 0 para a interse¢do em x; e
fazendo x = z = 0 para a interse¢cdo em y. Com isso, encontra-se que a interse¢do em z
sera em 4, a intersecdo em x serd em 4 e a intersecdo em y sera em 2. Fazendo, entdo,
cada uma das variaveis ser igual a zero, vocé encontrara os tracos do grafico dessa funcao.
Assim,quandoy =0,z=4—x;quandox =0,z=4—2y;equandoz =0, x = 4 —
2y. Veja que todos os tragos sdo lineares. Basta, entdo, unir os pontos linearmente, como

mostra a Figura 1.14.

Figura 1.14 - Representacéo grafica da funcdo z = 4 — x — 2y

Fonte: Adaptado de Morettin, Hazzan e Bussab (2016, p. 240).

Exemplo 2.4: Considere a fungdo z = f(x,y) = /r? — x? — y2. Veja que essa funcao
pode ser elevada ao quadrado, resultando em x? + y2 + z2 = r?, que é a equacéo de uma
esfera. No entanto, como a fungéo indicada iré retornar apenas valores positivos para z,
ela representa apenas o hemisfério superior de uma esfera com um raio de r unidades de
comprimento, centrado na origem do espaco tridimensional e que toca o plano xy. A

Figura 1.15 mostra o gréafico de uma funcéo desse tipo.



Figura 1.15 - Representacdo grafica da fungdo z = /r? — x2 — y?

Fonte: Adaptado de Leithold (1994, p. 912).

Note que vocé ndo sera capaz de representar uma esfera graficamente apenas com uma

funcdo de x e y. Para a representacdo do hemisfério superior, vocé usa a fungdo z =

Jr2 —x2 —y2% Para o hemisfério inferior, vocé deve utilizar a funcdo z =
— /r2 — X2 — y2_

Ainda, caso vocé queira uma esfera que ndo apresente seu centro na origem do espaco
tridimensional, vocé devera adicionar a coordenada desejada do centro como um ponto

(x0, Yo, ) & equagdo da seguinte forma:

r?=(x—x)*+ W —y0)? + (z - 2p)°

Exemplo 2.5: Considere a fungdo z = f(x,y) = x2 + y?. Para eshoca-la graficamente,
precisamos identificar eventuais intersecdes. Note que ndo havera valores negativos em
z para essa funcdo, logo, seu grafico estara totalmente acima da origem. O valor minimo
para ela é facilmente obtivel — serd £(0,0) = 0. Agora, para 0s tracos dessa funcao, veja
que quando y = 0, z = x2, quando x = 0, z = y? e quando z = 0, y? = —x?2. Se vocé
analisar o caso de z = 0, vera que o traco resultante é x? + y2 = 0, que é semelhante a

equacdo da circunferéncia. Logo, se olharmos o grafico dessa func¢do “do topo” do eixo
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z, Visdo esta que seria a do plano xy, veriamos um gréafico circular de raio é igual a /z.
Ja quando se tem x =0 ou y =0, os tragos serdo parabolas. Logo, unindo essas

informagdes, pode-se esbogar o grafico da funcdo dada, como mostra a Figura 1.16.

Figura 1.16 - Representacdo grafica da fungdo z = x? + y?
Fonte: Adaptado de Leithold (1994, p. 912).

Vocé também pode exercitar um pouco de sua imaginagdo com este grafico. Como seus
tragos laterais sdo parabolas e a visdo do eixo z em direcdo ao plano xy consiste de um
circulo de raio +/z, para encontrar este grafico, basta que vocé tome uma das parabolas

dos tracos e faca ela “girar” ao redor do eixo z.

Ainda sobre esta fungéo, escrevendo-a na forma z = a + x% + y?2, o valor a ird indicar o

minimo da funcéo, ou seja, o0 ponto mais baixo que o grafico devera atingir no eixo z.

Curvas de nivel
Apesar dos exemplos vistos anteriormente serem relativamente simples, existem varios
casos mais complexos de graficos de fungdes com mais de uma varidvel, para os quais a
visualizagdo pode, inclusive, ser prejudicada. Nesse caso, pode ser util que busquemos
uma outra forma de representarmos graficamente as funcdes de duas variaveis.
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Da forma como apresentamos 0 eixo z na representacdo de um espaco tridimensional e
também na definicdo de uma funcdo com duas varidveis, somos capazes de determinar
uma maneira diferente de visualizarmos tais graficos. Tal método é semelhante ao método
de representar uma paisagem tridimensional com um mapa topoldgico (LEITHOLD,
1994).

Seja o gréafico de uma fungdo z = f(x, y) qualquer. Considere, agora, um plano paralelo
ao plano xy. Esse plano, que € ortogonal ao eixo z, representa um valor constante da
funcdo, ou seja, delimita uma regido em que se tem z = f(x,y) = c¢. Essa regido do
espaco, em que se tera sempre pontos (x,y,c), € chamada curva de nivel da fungdo
(LEITHOLD, 1994).

Como exemplo, para ilustrarmos o que é uma curva de nivel, considere a fungéo z =
f(x,y) = 100 — x? — y2. Observe que essa funcéo é semelhante a mostrada no Exemplo
2.5, diferindo nos sinais das variaveis e apresentando uma constante, a qual indica o valor
maximo positivo dessa funcéo. Ja os sinais negativos em x2 e y? indicam que as parabolas
dos tracos serdo opostas aquelas mostradas na Figura 1.16. Logo, o gréafico esperado para

a funcdo z = 100 — x2 — y? é basicamente oposto ao mostrado na Figura 1.16.

Considere, agora, um plano a localizado em z = 75 no grafico da funcédo z indicada no
paragrafo anterior. Esse plano delimita uma regido em que todos os pontos do gréfico
apresentam valor igual a 75, ou seja, tem-se que, em tal plano, 75 = 100 — x? — y2.

Reescrevendo essa fungdo, vocé encontrard a fungdo x? + y? = 25, que descreve uma

circunferéncia de raio igual a V25 = 5, localizada na origem do plano cartesiano. Assim,
como a funcdo z foi descrita num plano «, ela é uma bidimensional; logo, podemos
projetar essa funcdo no plano xy, de modo que encontramos todos os pares ordenados
(x,y) que satisfazem a condicdo de z = 75 estabelecida inicialmente, ou seja, podemos
projetar no plano xy a curva de nivel de z em que se tem z = 75. Na Figura 1.17,
podemos ver todo esse desenvolvimento para encontrar tal curva de nivel no grafico da

funcéo.



Curva de nivel da funcao z projetada no plano @
é igual ao circulo de funcao x? +y*= 25

2 z=100-x*-y®

Planoemz=75 |

\ 75+ .

Curva de nivel da fung3o z projetada no plano xy
éigual ao circulo de funcao x% +y*= 25

Figura 1.17 - Representacdo grafica da funcdo z = x? + y?

Fonte: Adaptado de Thomas Janior (2016, p. 798).

Agora podemos representar uma funcdo com duas variaveis de forma bidimensional. Se
vocé tomar diferentes curvas de nivel em diferentes valores de z, vocé tera diversas curvas
representadas no plano cartesiano, para as quais se tem z igual a uma constante

determinada previamente.

Exemplo 2.6: Considerando ainda a funcdo z = 100 — x? — y2, eshoce as projecdes das

curvas de nivelparaz =0,z =36,z=51,z=75,z=91ez = 99.
Solucéo

Como cada curva de nivel apresenta um valor constante para z, basta que a funcéo seja

reescrita para que encontremos a curva de nivel em cada caso. Assim:

e paraz =0,tem-se 0 = 100 — x2 — y? - x% + y2? = 100;
e paraz = 36,tem-se 36 = 100 — x? — y? - x? + y? = 64;
e paraz =51, tem-se 51 = 100 — x? — y? - x? + y? = 49;
e paraz =75,tem-se 75 = 100 — x2 — y? - x? + y? = 25;
e paraz =91,tem-se 91 = 100 — x2 —y? > x2 + y?2 = 9;
e paraz =99,tem-se 99 = 100 — x2 —y? > x2 + y2 = 1.



Como ja analisamos anteriormente a projecdo de uma curva de nivel no plano xy,

sabemos que cada uma dessas projecGes deve ser um circulo. Analisando as fungdes

obtidas acima:

e paraz =0, tem-se x2 + y? = 100, que é um circulo de raio 10;
e paraz = 36, tem-se x? + y2 = 64, que é um circulo de raio 8;
e paraz = 51, tem-se x2 + y2 = 49, que é um circulo de raio 7;
e paraz =75, tem-se x? + y2 = 25, que é um circulo de raio 5;
e paraz =91, tem-se x2 + y2 = 9, que é um circulo de raio 3;

e paraz =99, tem-se x? + y2 = 1, que é um circulo de raio 1.

A projecdo dessas curvas de nivel € apresentada na Figura 1.18.

yu
z=0
291 \ 2235
/AN\s)s\ sl x
\J_1 z=3l -
z=99 -3
-5 2=75
-8
-0

Figura 1.18 - Curvas de nivel da fungdo z = 100 — x2 — y?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, cada circulo da Figura 1.18 apresenta todos os pares ordenados (x, y) que, quando
aplicados na funcdo dada, geram um resultado igual a constante que se arbitrou como

valor de z.
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FIQUE POR DENTRO

Trabalhar com graficos de fungdes com mais de uma variavel pode ndo ser uma tarefa tdo
simples de se realizar manualmente. No entanto, temos diversos softwares que podem ser
utilizados para a producéo de graficos. Logo, caso vocé necessite trabalhar com graficos
de fungbes com mais de uma variavel que ndo se mostrem tdo simples de visualizar ou
desenhar, busque tais softwares e pratique seu manuseio. VOcé vera que 0 manuseio e a
visualizacdo de problemas desse tipo se tornardo bem mais simples. Sugestdes de

softwares:

e R (<https://www.r-project.org/>): usa linhas de comando e apresenta diversos
usos em varias areas. E gratuito e software livre.

e MATLAB (<https://www.mathworks.com/products/matlab.htm>): semelhante
ao R, mas apresenta varias bibliotecas pré-prontas e de facil acesso para trabalho
com gréficos. E pago.

e GNU Octave (<https://www.gnu.org/software/octave/>): conhecido como a
versao “livre” do MATLAB, por ser muito semelhante ao pago, mas apresenta

cbdigo aberto.

Finalizando a analise gréafica de funcGes com mais de uma varidvel, Flemming e
Gongalves (2005) ainda ressaltam que as curvas de nivel podem ser empregadas para se
esbocar o grafico de uma funcédo de duas varidveis. Como cada curva de nivel faz parte
de um plano paralelo ao plano xy, indicando uma regido em que a funcdo z apresenta um
valor constante igual a c, vocé pode empilhar uma série de curvas de nivel em diferentes
alturas do eixo z, unindo, em seguida, as bordas dessas curvas de nivel, sempre

respeitando o trago dos eixos x e y.
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2) Funcbes com mais de uma variavel sdo comuns quando se usa o calculo para estudos

de fendmenos mais complexos. Visando fixar seu aprendizado sobre as fun¢Ges com

mais de uma variavel, analise as alternativas a seguir e assinale a correta.

a)

b)

d)

Analisando a funcdo de estado de um gas ideal, PV = nRT, ao dobrar a
temperatura T e o volume V se mantendo n constante, a pressdao P irad
quadruplicar.

As curvas de nivel da funcdo z = 3 — 6x — 3y serdo fungdes lineares do tipo y =

=2 _ oy
3

;- . ~ _ 1 - 3
O dominio e a imagem da funcéo f(x,y,x) = 7273 540 R®,

A fungdo w = 4 — r? — t2 apresenta como maximo em w o valor 4 e sua curva
de nivel em w = 0 é uma circunferéncia de raio igual a 4 e centro na origem do
eixo rt.

O dominio e a imagem da fungéo f(x,y) = in(5 — /x2 + y2) sdo o conjunto
{x,y € R|x? + y? < 25}.
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LIMITE DE UMA FUNCAO COM VARIAS VARIAVEIS
Agora, podemos, finalmente, direcionar nossos estudos para o Calculo. Apos analisar 0s
conceitos de fun¢des com mais de uma variavel, iremos estudar a respeito do limite de

uma fungdo com mais de uma variavel.

Segundo Morettin, Hazzan e Bussab (2016), todas as mesmas nogdes de limite vistas para
0 caso de fun¢des com uma variavel também sdo validas para o caso de fun¢des com mais
de uma variavel. Logo, convém propor inicialmente uma definicdo intuitiva para o limite

no caso de funcdes com duas variaveis.

Assim, Morettin, Hazzan e Bussab (2016) afirmam que se o valor da funcdo z = f(x, y)
tender a um determinado valor L quando o par ordenado (x,y) se aproxima
arbitrariamente de um ponto (x,, y,), mas jamais sendo igual a (x,, y,), esse valor L é
considerado o limite da funcdo quando (x, y) tende a (x,, v,). Note que os valores do par
ordenado devem sempre pertencer ao dominio da funcdo. Simbolicamente, isso pode ser
representado da seguinte forma:

ey =1L -

lim
(x,y)~(x0,¥0)

Essa ideia de “se aproxima arbitrariamente de um ponto, sem jamais ser igual a esse
ponto” é algo que alguns podem ter dificuldade em compreender. Flemming e Gongalves
(2005) consideram que essa frase pode ser representada matematicamente da seguinte

forma:

Ifxy) =L <e (8)

O valor ¢ indicado é sempre um numero positivo, sendo ele tdo pequeno quanto vocé

puder imaginar.

Note que, dada essa definicdo mais informal, vocé é capaz de avaliar numericamente 0s
limites de uma fung&o de mais de uma variavel assim como se faz com as fungdes de uma

Unica variavel. Ou seja, basta ir aproximando as variaveis por diferentes combinacdes.

Algumas defini¢des
Para chegarmos a uma defini¢cdo mais acurada matematicamente do limite de uma funcéo

com duas variaveis, Leithold (1994) parte da definicdo da distancia entre dois pontos.
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Retomando o que foi visto no inicio desta Unidade, sendo os pontos P = (x4, x5..., X,)
e A= (aya,...,a,), ambos pertencentes a R", a distdncia dp, pode ser avaliada

utilizando a Equacdo (6), de modo que vocé encontrara que:

dpa =/ (1 — @)% + (xz — az)% 4. +(xy — ay)? 9)

Note que dp,, também representado como ||P — A||, sempre sera um ndmero positivo,
visto que ele avalia uma distancia. Da distancia entre dois pontos, Leithold (1994)

apresenta duas definigdes:

Defini¢do 6: sendo A um ponto de R" e r um numero qualquer real e positivo, o
conjunto de todos os pontos P € R™, tais que se tenha ||P — A|| < r, é chamado
bola aberta B(4;r);

Definigdo 7: sendo A um ponto de R" e r um numero qualquer real e positivo, o
conjunto de todos os pontos P € R™, tais que se tenha ||P — A|| < r, é chamado
bola fechada B[A4; r].

Mas por que a denominacao de bola para essas distancias? Flemming e Gongalves (2005)
dizem que isso deriva da forma geométrica das representacdes das definicGes 6 e 7. Por

exemplo, se A € R?, entdo a bola aberta B(4; 7):

B(4;7) = {(,y) € RV G —2)? + (7 —30) <7} (10)
Note que (10) pode ser reescrita da seguinte forma:

B(4;1) ={(x,y) € R*|(x — x0)* + (y — y0)* < 1r?} (11)

Veja que a condicdo indicada em (11) é a equacdo de uma circunferéncia de raio r e
centro em um ponto A, = (xo,y,). Ou seja, a bola aberta B(4;r) para A € R? é o
conjunto de todos os pontos contidos no interior da circunferéncia de raio r e centro em

um ponto 4, = (x,, y,), descartando os pontos que delimitam a circunferéncia.

Ja para o caso de A € R3, vocé encontrara

B4 = {(xy,2) € RV —x0)2 + (v = y0)2 + (2 — 20)% <7} (12)

ou:
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B(A;1) = ((1,7,2) € R?|(x = x0)2 + (y = ¥o) + (2 = 2,)> < 7} (13)

Assim, a condicdo mostrada em (13) ndo descreve uma esfera de raio r e centro em um
ponto 4, = (%o, Vo, Zo)- LOgQO, a bola aberta B(4;r) para A € R3 indica todos os pontos
contidos no interior de uma esfera de raio r e centro em um ponto A, = (xo, Yo, Zo),

descartando os pontos que delimitam a esfera. A Figura 1.19 ilustra esses casos.

A
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e . \\ -7 \\
- ~ Ny Y
Ve 9 y \
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v L LA [ A
B | r > J
| ~ 4l _
! | 4 v ‘—" J
\ 7 \
N I 4 | d
Sl " r‘ ’/
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Figura 1.19 - Representagdo geométrica de uma bola aberta em R? e R®

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 70).

O mesmo pode ser estendido para o conceito de bola fechada, com a diferenca que os

pontos que delimitam a circunferéncia ou a esfera sdo incluidos.

Essa defini¢do de bola aberta e bola fechada remete a definicdo de intervalos abertos e
intervalos fechados. Para ilustrar essa semelhanca, Leithold (1994) considera o espago
unidimensional R. A bola aberta B(a; r) apresenta o conjunto de todos os valores x para
0S quais se tem que |x —a| <r. Ou seja, a distancia |x — a| pode ser tomada
infinitesimalmente proxima a um valor r, mas jamais pode ser igual a r. Logo, a bola
aberta B(a; r) é um intervalo aberto. De forma analoga, a bola fechada B[A; r] apresenta

0 conjunto de todos os valores x para 0s quais se tem que |x — a| < r, de modo que a



I

distancia |x — a| pode ser igual a r, 0 que caracteriza a bola fechada como um intervalo

fechado.

Uma outra defini¢do que se mostrara util adiante, dada por Flemming e Gongalves (2005),
é a de ponto interior. Tal defini¢do sera aplicada apenas a conjuntos pertinentes a R? e
RE,

Definicdo 8: seja, entdo, A um conjunto pertencente a um desses espacos. Um ponto
P € A sera dito ponto interior do conjunto A se existir uma bola aberta centrada em
P e contida no conjunto A. Agora, se todos 0s pontos P € A sdo pontos interiores de

A, 0 conjunto A €, entdo, denominado aberto.

E interessante notar que um conjunto aberto no plano ou no espacgo simplesmente é o
dominio de uma funcdo. Na Figura 1.20 sdo mostrados exemplos de pontos interiores e

conjuntos abertos no plano e no espaco.

Figura 1.20 - Representacio geométrica de pontos interiores em R? e R3

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 70).

Aproveitando a mesma definigdo do ponto P € A usada para pontos interiores, sendo 0
conjunto A c R?, entdo, quando uma bola aberta centrada em P contiver pontos que

pertencem a A e pontos que ndo pertencem a A, o ponto P é chamado ponto de fronteira
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de A. Juntando todos os pontos de fronteira desse conjunto A, tem-se a fronteira de A
(FLEMMING; GONCALVES, 2005).

Definindo formalmente o limite
Leithold (1994) usa a defini¢éo de bola aberta para uma defini¢cdo mais formal do limite

de funcBes com n variaveis:

Defini¢do 9: considere a funcdo de n varidveis f como sendo definida em uma bola
aberta B(A4; r), exceto possivelmente no proprio ponto A. Diz-se, entdo, que o limite

de f(P) quando P tende a A sera igual ao valor L, ou seja, Il)irrjf(P) =L, se, para

todo € > 0, existir um § > 0 tal que, se
0<|IP-A|l<$
entdo |f(P) — L| < e.

Note que a Defini¢do 9 pode ser facilmente reduzida ao caso de uma fungdo de uma
variavel, pois, em tal caso, tem-se que P = x e A = a, resultando que, se f for definida
em qualquer intervalo aberto cujo centro seja 0 ponto a, exceto possivelmente nesse ponto

a, entdo o limite de f(x) quando x tende a a serd igual ao valor L, ou seja, limf(x) = L,
x—-a

se, para todo € > 0, existirum § > 0 tal que, se
0<|x—a| <é,
entdo |f(x) — L| < e.

A Definigdo 9 pode ser, agora, aplicada ao caso de nosso interesse, que é a fungdo com

duas variaveis. De acordo com Leithold (1994):

Defini¢do 10: seja o par ordenado A = (x,, y,) € a funcdo de 2 variaveis f definida
em uma bola aberta B(4; r), exceto possivelmente no proprio ponto A. Diz-se,
entdo, que o limite de f(x,y), quando o par ordenado (x,y) tende a A = (x, yo),

sera igual ao valor L, ou seja, lim f(x,y) =1L, se, paratodo ¢ > 0, existir
(x,¥)~(x0,¥0)

um § > 0 tal que, se

0<(x—x0)2+(y—yp)? <8,

entdo |f(x,y) — L| < e.



E interessante destacar que pelas definicdes de limites dadas aqui, ndo é necessario que a

funcdo esteja definida no ponto A para que o limite exista; basta que a fungéo esteja

definida para valores proximos desse ponto.

Exemplo 3.1: Usando a definicao de limite de funcdes de duas variaveis apresentada,

mostre que

lim (2x+5y)=7
(x.y)—>(1.1)( y)

Solucéo

Partindo da Definicdo 9, que temos para o limite de uma funcdo com duas variaveis, para
mostrar que o limite existe, & preciso mostrar que para todo € > 0 ird existirum § > 0

tal que |f(x,y) — 7| < & sempre que

0<J(x—-1D2+(@y-12<6

Da mesma forma que vocé deve ter desenvolvido quando trabalhou com o caso de limites
de fungbes com uma Unica variavel, pode-se buscar pistas para encontrar § a partir da

desigualdade de €. Assim, substituindo a funcdo f (x, y) dada, encontra-se:
lfCe,y) =7 <e - |2x+ 5y —7|
=|2x—2+5y—-5/=]2(x—1) +5(y — 1)|
= 2|x —1| + 5|y — 1]

Entdo, tem-se que |2x + 5y — 7| < 2|x — 1| + 5|y — 1|. Note agora que:

Ix—1] < /G- 12+ (y — 1)2

ly -1 <J/x—D?+ (y — 1)?

Logo, se 0<,(x—1)2+(y—1)2<§, entdo 2|x—1|+5|y—1| <28 +54.

Portanto, tem-se que uma escolha adequada para 6 serd 78 = ¢, ou seja, & = %e.

Utilizando, entdo, este valor de § em 0 < \/(x —1)2+ (y —1)%2 < §, tem-se que:

|2x + 5y — 7| < 2|]x — 1| + 5|y — 1| < 28 + 56
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1 1
[2x +5y = 7| < |2(x—1) +5(y — 1)| <2;£+5;£

2 5
2(x —1)+ 5@ —1)] <7e+7e

2x—1)+5@—-1)|<e¢

Entdo, tendo |2x + 5y — 7| < &, demonstramos que para todo € > 0, ao escolherum § =
%s, a Definicdo 9 sera verdadeira. Provou-se, entdo, que o limite indicado no inicio é

verdadeiro.

Ainda sobre a Definigdo 9, podemos encontrar uma distancia entre f(x,y) e L tdo
pequena quanto desejarmos, desde que a distancia do par ordenado (x,y) seja
suficientemente pequena do ponto (x,, y,), mas nunca nula. Ou seja, conforme Stewart
(2017b) indica, essa € uma definicdo baseada apenas na distancia entre pontos, nao
indicando nada sobre o sentido que devemos tomar para realizar essa aproximacéao.
Assim, no caso do limite lateral de uma funcdo de uma Unica variavel, para que o limite
de uma funcéo exista, é preciso que a aproximacdo de (x, y) no sentido do ponto (x,, ¥,)
leve sempre a0 mesmo resultado L, independente de qual for o sentido utilizado para
realizar a aproximacdo dos pontos. Caso usando aproximacoes de diferentes formas o
limite estimado n&o seja 0 mesmo, entdo, entende-se que o limite da fungdo em questéo,

quando (x, y) tende ao ponto (x,, y,), Nd0 existe.

Exemplo 3.2: Mostre que o limite indicado a seguir ndo existe.

X3 —y3
lim —_
(x)~(0,0) \ x3 + y3

Solucéo

Para realizar a prova pedida, podemos partir da nogdo que temos de limites laterais.
Assim, vamos analisar como se da a aproximacao da funcdo ao ponto (0,0). Isso pode ser
feito analisando a aproximacdo em cada coordenada separadamente, deixando a outra
coordenada fixa.

Por exemplo, iniciemos analisando o que ocorre com os valores da funcao dada ao longo

do eixo x. Escolha um valor para manter a coordenada y fixa, até mesmo o valor do ponto
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no qual se deseja calcular o limite; entdo, fazendo y = 0, veja que, para qualquer valor

de x, voce tera:
x3—y3 x3 =03 3

= =—=1
x3+y3 x34+03 x3

Ou seja, aproximando a fungédo ao longo do eixo x, para todos os valores reais diferentes
de zero, a funcdo ird tender a 1. Logo, podemos dizer que f(x,y) — 1 quando (x,y) —

(0,0) ao longo do eixo x.

Repetindo o mesmo procedimento, mas agora fixando o valor da coordenada x em zero,
VOCé encontrara:

x3_y3_03_y3__y3:

= = -1

Veja que ao aproximar a fungéo ao longo do eixo y, para todos os valores reais diferentes
de zero, a funcédo dada ira tender a -1, ou seja, f(x,y) - —1 quando (x,y) — (0,0) ao

longo do eixo y.

Como as aproximacdes do ponto (0,0) feitas para a dada funcdo ndo levam ao mesmo

valor, entdo podemos concluir que o limite informado nédo existe.

Também ¢ possivel formalizar esse calculo de limite lateral para fun¢bes com mais de
uma variavel, como indicam Leithold (1994) e Flemming e Gongalves (2005). Para tal, é

necessario mais uma definicdo ser enunciada, a de ponto de acumulacao:

Definigdo 11: seja o conjunto A c R™ e o ponto P,. O ponto P, serd chamado de
ponto de acumulacéo se toda bola aberta centrada em P, conter uma infinidade de

pontos de A.

Como exemplo de pontos de acumulacéo, considere o conjunto A que consiste de todos
0s pontos do 1° e 4° quadrantes, ou seja, todos 0s pontos do plano para x = 0. A bola
aberta centrada na origem do plano cartesiano B(0; r) serd um ponto acumulacdo, mesmo
que apenas metade da circunferéncia esteja localizada em A, pois é possivel identificar
uma infinidade de pontos de A dentro de B(0;r) (LEITHOLD, 1994).



Outro exemplo de ponto de acumulacdo, dado por Flemming e Gongalves (2005), é o

seguinte: seja o conjunto A = {(x,y) € R?|0 < /(x — 1)2 + (y — 2) < 1}, ou seja, A
é uma circunferéncia de origem (1,2) e raio 1. Note que todos os pontos de A, incluindo
os que delimitam a circunferéncia, sdo pontos de acumulacdo. Mesmo a origem (1,2),
que ndo pertence a A, também é um ponto de acumulacdo de A. Apenas pontos externos

ao conjunto ndo serdo pontos de acumulagdo, como se pode ver na Figura 1.21.

Figura 1.21 - Pontos de acumulag&o do conjunto 4 = {(x,y) € R?|0 <

Jax—1)2+ (y-2)2< 1}

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 74).

Agora, com essas defini¢cdes formalizadas, Leithold (1994) enuncia a seguinte definicéo,

relativa a limites laterais para func¢fes de duas variaveis:

Definigdo 12: seja a funcéo f definida no conjunto A ¢ R? e o ponto de acumulagdo
de A, Py = (xq,¥,), entdo o limite de f(x, y), quando (x,y) — (x,yo) em A, serd

0 numero real L se, para todo € > 0, existir um § > 0 tal que, se

0<(x—x0)2+(y—yp)? <86,



entdo |f(x,y) — L| < € e (x,y) pertence a A.

Partindo da Definigdo 12, pode ser possivel que o limite a ser calculado se torne o limite
de uma funcdo de uma Unica varidvel. Leithold (1994) indica os seguintes exemplos;

considerando( lm(z00 f(x,y), entdo:

i. se A; for o conjunto de todos os pontos do lado positivo do eixo x, entdo,

fly) = limf(x,0);

(x, y)—>(0 0)

ii. se A, for o conjunto de todos os pontos do lado negativo do eixo y, entdo,

f,y) = llmf(O V),

(x, y)—>(0 0)

iii. se Az for o conjunto de todos 0s pontos no eixo x, entéo, : l)in(z0 0)f (x,y) =
x,y)=>(0,
limf(x,0);
x—0

iv. se A, for o conjunto de todos os pontos sobre uma parabola y = x?2, entdo,

fGoy) = Lim f(x,x?).

(x, y)—>(0 0)

Assim, se a funcdo f(x,y) apresentar diferentes limites quando (x,y) — (xq,yo) por
meio de dois conjuntos distintos que contenham o ponto de acumulagdo (x,, y,), entao,

Leithold (1994) diz que o limite llm f(x,y) ndo ira existir.
()= (x0,30)

Nem sempre é uma tarefa simples identificar os conjuntos adequados para checar se um
dado limite existe. Logo, um pouco de pratica é necessario para identificar tais pontos de

forma simples e dinamica.
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3) A definicdo de limites exige um bom dominio de conceitos, como a identificagdo de
um conjunto como bola aberta, que consiste em encontrar uma equacdo da
circunferéncia para R? ou de uma esfera para R3. Sendo assim, buscando fixar essas
definicBes mais bésicas, Uteis para a defini¢cdo de um limite, analise as alternativas a

seguir e assinale a correta.

a) O conjunto 4 = {(x,y) € R?|x? + y? — 4y < 8} é bola aberta com centro em
(0,2) e raio 4.

b) Oconjunto A = {(x,y,2) € R3|x? + y? + z% + 8z < 25} é uma bola aberta com
centro em (0,0, —4) para R3 e raio 3.

c) Oconjunto 4 = {(x,y,z) € R3|x? + y? — z2 < 0} é uma bola aberta com centro
em (0,0,0) para R3.

d) Oconjunto A = {(x,y) € R3|x? + y2 — 4 > 0} é uma bola aberta com centro em
(0,1) para R?,

e) Oconjunto A = {(x,y,z) € R3|x? + y% + z < 16} é uma bola aberta com centro

em (0,0,0) para R3 e raio igual a 4.

PROPRIEDADES DOS LIMITES E CONTINUIDADE

Aprimorando, agora, o estudo de limites com mais de uma variavel, veremos uma serie
de propriedades, ndo tdo novas, que podem facilitar seu trabalho. Todas as propriedades
apresentadas para limites de fungdes com uma Unica variavel também séo validas para 0s
limites de fun¢des com mais de uma variavel. Thomas Junior (2016) apresenta, entdo, um
resumo de todas as propriedades para limites de fun¢ées com mais de uma variavel. Para
que tais propriedades sejam apresentadas, considere os nimeros reais L, M e k e que 0s

limites lim f(x,y)=Le lim g(x,y)= M existem.
(x.Y)—)(xo.YO) (xvy)_)(xOIyO)

1. Regra da soma: o limite de uma fungdo h = f(x,y) + g(x,y), quando o par

ordenado tende a (x,, y,), serd a soma dos limites de f(x,y) e g(x,y), ou seja:

h(x,y) = (fey) +9xy) =
0)

lim lim
(xry)_’(thyO) (x'Y)_’(xo'y

lim xX,y) + lim x,y)=L+M
O AR L R CZRY)
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Regra da diferenca: é semelhante a regra da soma, alterando apenas o sinal.

Assim, sendo a fungdo h = f(x,y) — g(x,y):

lim h(x,y) = X, X, _
(x,y)=(x0,50) (xy) = (x y)—>( X0, o)(f( y)—9g( 3’))
llm X, - llm X, =L-—-M
(x'J’)"(xo'yo)f( 2 (x.y)*(xo,yo)g( »)

Regra da multiplicacdo por constante: o limite de uma funcéo kf (x, y), ou seja,
uma funcdo multiplicada por um namero real qualquer, € igual ao produto dessa

mesma constante pelo limite da fungéo:

li kf(x,y) =k li ,y) = kL
(x,y)ir(?o.yo) feoy) (x,y)ir(ﬁo,yo)f(x y)

Regra do produto: o limite de uma funcdo h = f(x,y) - g(x,y), quando o par

ordenado tende a (x,, y,), sera o produto dos limites de f (x, y) e g(x, y), ou seja:

lim  h(x,y) = _
wplim  hy) = lim (fGy) - g(xy) =
li ) : li f =L-M
(x;JI)—l’gClo;J’o)f(x y) (X,y)—l’gclo,YO)g(x y)

Regra do quociente: o limite de uma fungdo h = f(x,y)/g(x,y), quando o par
ordenado tende a (x,, ¥,), serd o quociente dos limites de f(x,y) e g(x,y), dado

que lim _g(x,y) # 0, ou seja:

(¢, )= (x0,50)
. . fay) _« SRS
lim  h(x,y) = lim —
(x,y)~(x0,50) (x )~ (x0.y0) \ g (x,¥) lim (x y) M
(%)~ (x0,%0

Regra da poténcia: o limite de uma fungdo h = [f(x,y)]™, em que n é um
namero inteiro e positivo, quando o par ordenado tende a (x,, v,), seré igual ao

limite de f(x, y) elevado a poténcia n, ou seja:

lim h(x,y) = lim x, V)" =L"
(x:y)_)(xOryO) ( y) (x,y)ﬁ(xo,yo)[f( y)]

Regra da raiz: assim como a regra da poténcia, o limite de uma fungdo h =

[f Ce, V)]Y™ = %/ f(x,y), em que n € um nimero inteiro e positivo, quando o par
ordenado tende a (x, ¥,), serd igual ao limite de f (x, y) elevado a poténcia 1/n,
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ou seja:

Gy = VL = 1

lim h(x,y) = li
(x,¥)=(x0,¥0) ) (x,3)-(x0,50)

Observe que, na regra da raiz, caso n seja par, assume-se que o valor de L é par.
Também deve-se ficar atento que, no caso de n ser par, é necessario que f(x,y)

também seja maior ou igual a zero.

Limites e indeterminacdes
Assim como nos casos de limites de fungdes de uma Unica variavel, vocé deve tomar
cuidado em relagéo a casos de indeterminacGes. Por exemplo, considere as funcGes de

duas varidveis f e g, tais que:

fo,y) = glx,y) =0

lim lim
(x,3)~(x0,¥0) (x,y)~(x0,50)

Se vocé aplicasse de forma direta a regra do quociente, vocé se veria incapaz de
determinar o limite de h = f/g quando (x,y) — (x,,y,). Em tal situagdo, Flemming e
Gongalves (2005) afirmam que, dependendo de como sejam as funcdes f e g, vocé podera
encontrar que o limite de h = f/g quando (x,y) — (x,,y,) for um ndmero real ou até
confirmar que esse limite ndo existe. Para exemplificar melhor esse caso de

indeterminagdo, Flemming e Gongalves (2005) apresenta o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1: Calcule o limite a seguir.

_ x3+x%y —2xy —2x* —2x+4
lim

Solucéo
Vamos verificar, primeiro, o limite do numerador e do denominador individualmente:

lim (B3+x?y—2xy—2x2—-2x+4)=8+4—-4-8—-4+4=0
(x,y)-(2,1)

lim xy+x—-2y—2)=24+2-2-2=0
(x,y)—>(2,1)( Y Y )



Agora, se aplicarmos a regra do quociente a funcdo dada, encontraremos a

indeterminacdo 0/0. Da definigdo de tal regra, ja sabiamos que nédo seria possivel aplica-

la, pois 0 denominador seria 0.

Para lidar com tal limite, no entanto, vocé pode realizar uma manipulagcdo matematica

nas funcdes. Por exemplo, vocé pode reescrever a primeira expressao como:
x(x2+xy—2)—2(x*+xy—2)=(x—2)(x*+xy —2),
e a segunda como:
x+D-20+D=-2D@+1D

Agora, reescrevendo o limite:

y x3+ x%y —2xy —2x?> —2x + 4 ) (x—2)(x*+xy—2)
im =
(e,y)~(2,1) xy+x—2y—2 (ey)-(2,1) x-2)y+1)

_ (x2+xy—2)
e +1)

Verificando, novamente, o limite do numerador e do denominador:

X+ x 2)=44+2-2=4
(xy)—>(21)( y- )

lim (y+1)=1+1=2
i D

Agora, podemos aplicar a regra do quociente:

=2

x3 +x%y — 2xy — 2x% — 2x + 4) (xy)_>(2 1)(x txy—2) 4

lim ( =—
v)—(2,1 xy+x—2y—2 + 2
(xy)=(2,1) y y (xy) m 1)(3/ 1)
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Continuidade
Finalmente, apds expandirmos os conceitos de limites de funces de uma Unica variavel
ja conhecidos para casos de fungGes com mais de uma varidvel, chegamos no momento
final desta unidade, que visa definir para fun¢des de varias variaveis um conceito muito

importante a respeito das funcdes: a continuidade.

Thomas Janior (2016) nos diz que o conceito de uma funcdo de uma Unica variével
também ¢é valido aqui para uma funcdo com n variaveis. Logo, tanto quanto no caso das
funcGes de variavel Unica, a continuidade de funcdes de n variaveis também sera definida
em termos do limite. Para esse assunto, Thomas Junior (2016) enuncia a seguinte
definicéo:

Defini¢do 13: a funcdo f(x, y) sera dita continua num ponto (x,, y,) Se:

1. afuncéo f for definida no ponto (xg, yo);

2. seolimite  lim f(x,y) existir;
(x,y)~(x0,0)

3. seolimite  lim f(x,y) forigual a f(xq, Vo).
(x,¥)~(x0,0)

Essa definicdo de continuidade e de um ponto pode, ainda, ser estendida para a
continuidade da fun¢do como um todo: se uma funcgéo for continua em todos os pontos

de seu dominio, tal funcéo é dita continua.

Ainda segundo Thomas Junior (2016), qualquer combinacdo algébrica de funcgdes
continuas também resultara em uma funcéo continua. Ou seja, a soma, a diferenca e a
multiplicacdo por constante, produtos, quocientes e potenciacdo de fungdes continuas

também irdo produzir funcBes continuas em seus dominios.

Sobre alguns tipos comuns de fung¢Ges continuas, Stewart (2017b) nos diz que as fun¢des
polinomiais de duas variaveis sdo sempre continuas em R?, o que acaba por se estender
as funcdes racionais, que sdo continuas em seu dominio. Logo, em tais tipos de funcgdes,

o calculo do limite pode ser feito facilmente pela substituicéo direta.

Com respeito a continuidade de funcdes, Flemming e Gongalves (2005) enunciam uma
outra propriedade de limites de funcdes. Considere f uma funcdo de uma varidvel e g
uma funcao de duas variaveis, continua em (x,,y,); entdo, a funcdo composta (f o g)
também seré continua em (x,, y,). Se essa mesma fungéo f for continua num ponto a e

a funcdo g for tal que seu limite  lim g(x,y) = a, entdo:
(x,¥)-(x0,¥0)



lim  (feog)(x,y)=f(a)
(x,y)~(x0,50)
ou
li ) = . |
(x»Y)—l’gCLO»J/o)f(g(x y)) f ((x,y)_)gclo,yo)g(x }’))
ATIVIDADE

4) Saber identificar se uma fungdo é continua ou ndo € importante para auxiliar na

resolucdo de exercicios de Calculo. Logo, buscando aprimorar sua habilidade nesse

processo de identificacdo, analise as alternativas a seguir e assinale a correta.

a)
b)

d)

A funcédo f(x,y) = In(x? + y? — 9) é continua em (3,3).

~ 4—x , .
A fungdo f(x,y) = Ti5y712 é continua para todos os valores de x e y
pertencentes a R?.
Afungdo f(x,y) = Zx:;’ 7 é continua para todos os valores de x e y pertencentes

aR?.
A funcdo f(x,y) = arctan (Z?x) é continua para todos os valores de x e y

pertencentes a R?.

2x?

A funcdo f(x,y) = nao é continua em (0,0).

x2+x2y2
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Introducéo

Apos fixar os conceitos basicos sobre fungdes com mais de uma varidvel e fundamentar o
conceito de limite para esse tipo de funcdo, chegou 0 momento de expandirmos 0s conceitos
para as derivadas. Na presente Unidade, iremos estudar as variagdes instantaneas de uma funcgéo
com mais de uma variavel. Vocé vera que a base deste topico é semelhante aquela utilizada no
estudo de derivadas de fun¢bes com uma Unica variavel. Sendo assim, as duas primeiras secdes
se dedicam a definicdo das derivadas parciais e da diferencial de uma fungdo com mais de uma
variavel, fundando as bases desta Unidade. Apds isso, estudaremos o caso da regra da cadeia
para esse tipo de funcdo, as derivadas de ordem superior e a derivacdo implicita, completando o
objetivo de estudo da presente Unidade.

Fonte: Denis Ismagilov / 123RF.


https://br.123rf.com/profile_ismagilov
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DERIVADAS PARCIAIS

Existindo fun¢bes com mais de uma variavel, é natural que vocé se veja em situacdes nas
quais vocé deverd analisar como ocorrem as variagfes instantaneas nessas fungées. Ou
seja, vocé certamente sera confrontado com problemas que exigem o célculo de derivadas

de fungbes com mais de uma variavel.

Thomas Junior (2016) destaca que o calculo aplicado em fungGes com mais de uma
variavel sera muito parecido com o calculo para funcdes de uma Unica variavel. No caso
do célculo aplicado em fungdes de multiplas variaveis, o que se deve fazer é aplicar os

conceitos do célculo para fung¢fes de uma Unica variavel em uma varidvel de cada vez.

Entdo, de acordo Leithold (1994), os estudos sobre derivacdo de uma fungdo com n
varidveis acaba se mostrando um caso unidimensional, pois a funcdo sera considerada
uma funcéo de apenas uma variavel, sendo cada uma de suas n variaveis individualmente.
Esse conceito de derivada aplicada apenas a uma variavel por vez é o que se chama de

derivada parcial.

Derivada parcial de uma fungdo com duas variaveis em um ponto
Considere uma funcao de duas variaveis z = f(x,y) e o ponto (x,,y,) € R%. Com essas
informacdes basicas, a seguinte definicdo de derivada parcial é dada por Flemming e
Gongalves (2005):

Definigdo 1: Ao fixar a variavel y em um valor y,, a fungdo z ira se tornar uma
funcdo de varidvel Unica, ou seja, vocé esta lidando com a fungdo g = f(x,y,).
Entdo, a derivada parcial de f em relagdo a x no ponto (x,,v,) € definida da
seguinte maneira:

of 9(x) = g(xo) f(x,y0) — f (%0, ¥0)

3 KorYo) = xli’,'fo T x—x, xli’}f) = x, (1)

Isso se o limite acima existir. De maneira semelhante, se vocé fixar x em um valor
Xo, VOCE estard lidando com a funcdo h = f(x,,y) e a derivada parcial de f em

relacdo a y no ponto (x,, y,) €:



af( ) = 1
— (xo, = lim ————=1i
ay ° Yo y=Yo Y — Yo y=Yo Y—Yo 2)

h(y) — h(yo) - f(x0,y) — f(x0,¥)

Thomas Janior (2016) e Stewart (2017) apresentam algumas formas comuns de
representar as derivadas parciais de uma funcdo z = f(x,y) tomada em um ponto

(%0, ¥0), as quais podem ser encontradas em diferentes literaturas da area:

af d 0z
EM = af(xO»YO) = fx = [x(x0,¥0) = ox |x=x0 = Zx(x0,¥0) = D1f = Dyf
af d 0z
@ = a_yf(xo»)’o) = fy = fy(xO!yO) = @ |y=yo = Zy(xOJyO) =D,f = Dyf

Visando tornar essa definicdo mais préxima da que vocé certamente esta acostumado(a)
para a derivada de uma funcdo de uma varidvel, Flemming e Gongalves (2005) sugerem

usar 0 4. Assim, fazendo Ax = x —x, e Ay =y — y, em (1) e (2), vocé tera:

af — f(xo + Ax,y0) — f (X0, ¥0)
ax For¥o) = fim, ix 3)
ﬁ( )= i f(x0,¥0 + Ay) — f (x0,¥0)
oy XoYo) = 2y Ay 4)

Exemplo 1.1: Considere o paraboloide definido pela fungéo z = 9 — x? — y2. Tomando
0 plano y = 1, encontre a curva c resultante da intersecdo de z e desse plano e, em

seguida, avalie a derivada parcial £, no ponto (1,1).
Solucéo

Lembrando do gréfico dessa fungéo, ela deve cruzar o eixo z em z = 9 e sua projecéo no
eixo xy deve ser uma circunferéncia de raio +/9 = 3. A Figura 2.1 ilustra o gréfico dessa

funcdo e o planoy = 1.



Figura 2.1 - Representacdo geométrica da funcdo z = 9 — x2 — y?

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 95).

Para encontrar a curva c resultante da interse¢do de z com o plano y = 1, basta avaliar

z(x,1), pois tal curva representa a fixagao do valor de y em 1. Assim:
c=2z(x1)=9—x*—-(1)? =8—x?

Ou seja, pode-se dizer que ¢ = g(x) = z(x,1). Agora, a inclinacdo da reta tangente a ¢

no ponto (1,1) simplesmente é g'(1) ou Z—£ (1,1). Aplicando, entdo, a Definicao 1:

o 1y 8D =D B (B Boxt 81
dx = x—1 = x—1 = x—1
1—x? —(x+1Dkx-1
= lim = lim ( ) )=lim—(x+1)=—2
x-1 x —1 x—1 x—1 x—1

Partindo também da Definicdo 1, Flemming e Gongalves (2005) e Thomas Janior (2016)
realizam uma analise geométrica das derivadas parciais. Considere a funcdo z =
f(x,y) e um conjunto A € R?, sendo que tal funcdo admite derivada parcial no ponto
(x0,¥0) € A. Se vocé considerar que a varidvel y apresenta um valor constante igual a

Yo, @ funglo z se tornard uma funcdo de uma Unica varidvel z = f(x, y,), sendo essa



curva contida na interse¢do do plano y = y, com a superficie de z = f(x,y). Agora, a

derivada parcial dessa funcdo avaliada em um ponto P = (xo, yo, f (0, ¥o) ) pertencente
acurvaz = f(x, y)seraainclinacdo de uma reta tangente a curva z = f(x, y,) no ponto
P. Na Figura 2.2, tem-se a representacdo geométrica dessa derivada parcial em relacéo a

x no ponto (xq, yo)-

Eixo vertical do

Plxyg f(%y o))

Curva dafuncdoz = flx y )
sobre o planoy =y,

Reta tangente

Eixo horizontal no plano y =y,

Figura 2.2 - Representacao geométrica de Z—i

Fonte: Adaptado de Thomas Junior (2016, p. 813).

De modo a tornar mais clara a visdo da inclinagdo da tangente ou o seu coeficiente
angular, a Figura 2.3 ilustra um angulo distinto da Figura 2.2, em que podemos identificar

o0 angulo a que mede tal valor.



Figura 2.3 - Representacdo geométrica da inclinacdo a da reta tangente

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 101).

Ainda segundo Flemming e Gongalves (2005), esse angulo a pode ser avaliado da

seguinte forma:

]
tg(a) = % (0, ¥0) (5)

Para a derivada parcial dessa mesma funcéo z = f(x, y) com relagdo a y, pode-se realizar
uma analise andloga. Considerando, agora, que a variavel x apresenta um valor constante
igual a x,, a funcdo z se tornard uma funcéo de uma Unica variavel z = f(x,,y), sendo
essa curva contida na intersecdo do plano x = x, com a superficie de z = f(x, y). Agora,
a derivada parcial dessa fungéo avaliada em um ponto P = (xo, Yo, f (%0, yo))pertencente
acurvaz = f(x,, y)seraainclinacdo de uma reta tangente a curva z = f(x,, y) no ponto

P. Na Figura 2.4, tem-se a representacdo geométrica dessa derivada parcial em relacdo a

y no ponto (x, yo)-



Eixo vertical no
plano x = x, 4

Reta tangente

Plx,, Yor (X0, Vo))

(%o, y + Ay)

Curva da funcao z = flx, y)

Eixo horizontal no plano x = x,
sobre o plano x = x;

Figura 2.4 - Representacao geométrica de Z—;

Fonte: Adaptado de Thomas Janior (2016, p. 814).

Assim como no caso anterior, podemos avaliar a inclinagdo S dessa tangente. A Figura

2.5 ilustra um angulo distinto da Figura 2.4, facilitando a identificacdo do angulo .

Figura 2.5 - Representacdo geométrica da inclinacéo S da reta tangente
Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 101).

Este angulo B pode ser avaliado da seguinte forma:



d
tg(B) = % (%0, Y0) (6)

Exemplo 1.2: Sendo a funcio f(x,y) = 9 — x2 — y2, encontre a derivada parcial de f

em relacdo a x e y no ponto (1,1) e interprete esses nimeros.
Solucéo
Analisando a funcéo fornecida, tem-se um paraboloide com valor maximo em z = 9.

Iniciando a anélise pela derivada parcial f,, tem-se uma parabola descrita como g(x) =
8 — x2, resultante da interceptacdo do plano y = 1 com a superficie descrita por
f(x,y,z). Tal qual visto no Exemplo 1.1, essa derivada parcial deve ser f,(1,1) = —2.
Ou seja, essa derivada parcial simplesmente € a inclinacdo da reta tangente que toca o
ponto x = 1 da pardbola g(x). Na Figura 2.6, temos a representacao tridimensional dessa

funcdo e do plano y = 1 e a visdo bidimensional da parabola com a reta tangente.

Figura 2.6 - Andlise da derivada parcial f, da funcdo f(x,y) = 9 — x? — y?

Fonte: Elaborada pelo autor.
Ou seja, tg a = —2.

Analisando agora a derivada parcial f,, vocé encontrara uma parabola descrita como

h(y) = 8 — y?, resultante da interceptacdo do plano x = 1 com a superficie descrita por



f(x,y,z). Da mesma forma que foi realizado no Exemplo 1.1, vocé deve encontrar que
essa derivada parcial também deve ser igual a —2. Assim, essa derivada parcial também
sera a inclinacdo da reta tangente que toca o ponto y = 1 da parabola h(x). Na Figura
2.7, temos a representagao tridimensional da fungdo mais o plano x =1 e a visao

bidimensional da parabola como a reta tangente.

Figura 2.7 - Anélise da derivada parcial £, da funcdo f(x,y) = 9 — x* — y?
Fonte: Elaborada pelo autor.

Ouseja, tg f = —2.

Se vocé comparar a Definigdo 1 com a defini¢do da derivada de uma funcéo de uma Gnica
variavel, vocé perceberd que a derivada parcial da funcdo f(x,y) em relagdo a x
apresentada pela definicdo 1 é a derivada de uma funcdo g(x) = f(x,y,). Ou seja,
fixando o valor de y em uma constante y,, a funcdo f(x,y) se reduz a uma funcéo de
uma Unica varidvel g(x). Entdo, avaliando a derivada g'(x), temos a derivada parcial de
f(x,y) emrelacdo a x. Analogamente, para a derivada parcial de uma funcéo f (x, y) em
relagdo a y, fixando o valor de x em uma constante x,, a fungdo f (x, y) se reduz a uma
funcdo de uma Unica variavel h(y). Entdo, avaliando a derivada g'(y), temos a derivada
parcial de f(x,y) emrelacdo a y (LEITHOLD, 1994).
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Essa abordagem para o calculo de derivadas parciais € bem mais simples que a mostrada
na Definicdo 1, pois ndo ha necessidade de calcular um limite que pode se mostrar
complexo as vezes. Note que essa metodologia pode ser aplicada para fungfes com n
variaveis: se vocé quer avaliar a derivada parcial em relacdo a uma variavel, basta fixar o
valor das demais variaveis, fazendo com que seu problema se reduza ao calculo da

derivada de uma funcdo de uma Unica variavel (LEITHOLD, 1994).

Exemplo 1.3: Sendo a fungdo f(x,y) = 2x3 + 2xy + y* + 2, encontre a derivada

parcial de f em relacdo a x e y no ponto (3, —4).
Solucéo

Para avaliar a derivada parcial em rela¢éo a x, basta considerar que y é uma constante y,,

0 que reduz a funcado f(x,y) auma funcdo g(x) = f(x,y,). Entdo:

gx) = flx,y0) - glx) =2x>+ 2xy + Yo + 2

Agora, basta avaliar a derivada de primeira ordem de g(x):

, d
g'(x) = Eg(x) = 6x° 4 2y,

Finalmente, vocé deve substituir os valores do ponto estabelecido:

of

5-(3,—4) =6(3)* +2(-4) =54 -8 =46

Para avaliar a derivada parcial em relacdo a y, basta considerar agora que x é uma

constante x,, 0 que reduz a funcéo f(x, y) auma funcdo h(y) = f(x,y,). Entdo:
h(y) = f(x0,y) = h(y) = 2xy° + 2x0y +y* +2
Agora, basta avaliar a derivada de primeira ordem de h(y):
W) == g() = 2% + 2y
dy

Finalmente, vocé deve substituir os valores do ponto estabelecido:

af
—(3,-4)=2(3)+2(-4)=6—-8=-2
dy



Derivada parcial de uma funcéo com duas variaveis

Leithold (1994) expande a Definicdo 1 para avaliar a derivada parcial de uma funcao de
duas variaveis em todo o dominio da fungdo f(x,y), 0 que € uma situacdo mais

corriqueira no Calculo. Entdo, segundo Leithold (1994):

Definicdo 2: a derivada parcial de uma funcdo f(x,y) em relagdo a x é definida,

para qualquer ponto do dominio de f, como:

of  fe+4x,y) - f(x,y)
95 BY) = fim, I (5)

E de modo semelhante para y:

g( )_ li f(X,y+Ay)—f(X,)7)
dy YY) =50 Ay (6)

Essa Definicdo 2, dada por Leithold, é de aplicacdo mais comum, chamada derivada
parcial de 12 ordem de f. A seguir, serdo apresentados alguns exemplos de avaliacdo de

derivadas parciais para todo o dominio de fungoes.

Exemplo 1.4: Aplique a definicdo de derivada parcial para encontrar as derivadas

parciais de 1% ordem para a seguinte funcdo f(x,y) = 2x? — 4xy + y2.
Solucéo

Dada a Definigéo 2, basta que apliquemos as equacdes (5) e (6) para avaliar as derivadas

parciais pedidas. Entdo, aplicando a equacéo (5) para df /dx:

g(x ) — lim f(x +AX,Y) —f(X,y)
ox Y T AT Ax
2(x + Ax)? — 4(x + Ax)(¥) + (¥)? — 2x? + 4xy — y?
= 0 Ax

2(x% + 2x4x + Ax?) — 4xy — 4yAx + y? — 2x?% + 4xy — y?
4x-0 Ax

2x% + 4xAx + 24x% — 4xy — 4yAx + y? — 2x% + 4xy — y?
Ax—0 Ax




4xAx + 24x% — 4yAx y Ax(4x + 24x — 4y)
= lim

- Al:lczlo Ax Ax—0 Ax - Alalcr—tlo@x +24x — 4y)

=4x — 4y

Agora, aplicando a equacdo (6) para df /dy:

O ey = pim L8 T =G0 y)

dy 24 Ay—0 Ay
3 2x2 —4(x)(y + Ay) + (y + Ay)? — 2x? + 4xy — y?
- A;lzr—r}o Ay

2x% — 4xy — 4xAy + y? + 2yAy + Ay? — 2x? + 4xy — y?

- Alﬁ’llo Ay
—4xAy + 2yAy + Ay? Ay(—4x + 2y + A
= lim YTy Ty _ lim ¥ y+4y) = lim (—4x + 2y + Ay)
Ay—0 Ay Ay—0 Ay Ay—0

=2y —4x

Certamente vocé esta se perguntando se a maneira simplificada apresentada no final do
topico 1.1 também ndo pode ser aplicada nestas situacdes. Para a nossa sorte, a resposta
é sim. O exemplo anterior foi realizado de modo a demonstrar a resolucdo de uma
derivada parcial utilizando sua definicdo. Entdo, para avaliar a derivada parcial de uma
funcdo f(x,y) em relacdo a x em todo o seu dominio, transforme a funcéo f(x,y) em
uma funcdo de Unica variavel g(x) = f(x,y,) fixando y em um valor constante y,.
Avaliando, entdo, a derivada g'(x) ira fornecer a derivada parcial de f, (x, y). Utilizando
essa mesma linha de raciocinio, mas fixando x em um valor constante x,, Vocé é capaz
de reduzir a funcdo f(x,y) a uma funcdo de Unica variavel h(y) = f(x,,y). Entdo,
avaliando a derivada g'(y), temos a derivada parcial de f(x,y) em relacdo a y
(LEITHOLD, 1994).

Exemplo 1.5: Encontre as derivadas parciais de 12 ordem para a funcéo f (x,y) = 2x? —

4xy + y2.

Solucéo



Para encontrarmos a derivada parcial de uma funcdo utilizando a forma simplificada,

basta considerar todas as variaveis como constantes, exceto aquela na qual se quer avaliar
aderivada. Entdo, para avaliar df /dx, basta considerar que y € uma constante y,. Assim,

vocé tera a seguinte funcéo:
fx,y0) = g(x) = 2x* — 4xy, + y,°
Agora, basta avaliar g'(x). Note que 4y, é uma constante, o que resulta em:

gx)=2-2x"—1-4y,-x°+0

) of
g(x)—a—4x—4y

Perceba que no resultado final é indiferente vocé representar y ou y,. Basta lembrar que

ele € um valor constante. Agora, para df /dy, considerando que x é uma constante x,,

entéo:
f(x0, ) = h(y) = 2x0% — 4xpy + y°
Como 4x, é uma constante, entao:
Ky)=0—1-4x,-y°+2-y!
h(y) = % = —4x + 2y
Exemplo 1.6: Verifique se a fun¢do f(x,y) = x +y + In(xy) satisfaz a seguinte

equacao:

of of
Yox Yoy Y

Solucéo

Primeiro, vocé precisa avaliar as derivadas parciais de 1% ordem indicadas, caso elas
existam. Para tal, vocé se verd com o caso de avaliar a derivada de In(xy) em que tera
uma das varidveis como constante de cada vez. Isso significa que terd de aplicar a regra
da cadeia, pois tem a derivada de uma fungdo composta, como g o h = g(h(x)), em que

g(x) =Inxe h(x) = xy. Por exemplo, no caso de y ser considerada constante:

d P 1
dx [g(h(x))] = gl(h(x)) “h'(x) - I [In(xy)] = E -y



O mesmo é feito quando se considera x como constante.

Agora, dando continuidade a resolugdo do exemplo, vamos avaliar a derivada parcial em

relacdo a x:

1

0 1
— =1+— - yvy=1+-
axf(x,y) +xy y +-

E a derivada parcial em relacéo a y:

af( ) 1+1 1+1
—_— X, e —_—X = f—
dy Y xy y

Finalmente, deve-se avaliar o que é proposto no enunciado:

of af <1+1) (1+1)
_—_y — = — - - — — | = -
xax yay xX—y X Z y y xX—y

+2 Y x+1 1=
xtoTyo=x y-l=x-y

Logo, a funcdo indicada satisfaz a equacao dada.

E importante ressaltar que tudo o que foi visto até aqui ¢ aplicavel para fungdes com mais
de duas variaveis, como dito ao final do topico 1.1.

Exemplo 1.7: Encontre as derivadas parciais de 12 ordem da funcéo a seguir.
flx,y,z,w) = xyz - In(x3 + z2 + w?)
Solucéo

Perceba que a funcdo indicada apresenta quatro varidveis. Assim, as derivadas parciais
de primeira ordem dessa funcdo devem ser df /dx, 0f /0y, df /0z e df /dow. Comegando
com df /dx, devemos considerar y,z e w como constantes. VVocé precisara da regra do
produto e da regra da cadeia para resolver essa derivada, pois estd lidando com a
diferencial de uma funcdo F(x) = c¢;x - In(c, + x3),emquec; = yzec, = z2 + w2 A
regra do produto para duas fungdes g(x) - h(x) é:

d
—[9G) - ()] = g(@) - () + g'() - h(x)
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Fazendo g(x) = xyz, entdo g'(x) = yz e, se h(x) = In(x® + z? + w?), entdo, pela
regra da cadeia, revisada no Exemplo 1.6, h'(x) = 3x?/(x3 + z2 + w?). Logo, a

derivada parcial de 12 ordem de f em relacdo a x sera:

2

3, .2 2
>+ yz-In(x® +z° + w?)

0 d
/oy W) = Fa) = xye e

3x3yz
4 vz In(x® + z% + w?)

d
axf VI =

Para as demais derivadas parciais, vocé deve proceder de forma analoga a apresentada
acima. Para df /dy, note que todo o termo do logaritmo seré& constante; assim:

0
—f(x, y,z,t) = xz - In(x3 + z2 + w?)

dy

Para df /dz, o caso sera mais parecido com df /dx, pois serdo necessarias as regras do
produto e da cadeia novamente. Sendo g(z) = xyz, entdo g'(z) = xy e, se h(z) =

In(x3 + z? + w?), entdo h'(z) = 2z/(x3 + z? + w?). Logo:

2xyz?
Y s+ xy - In(x® + 22 + w?)

d
52/ VW) = e

E, finalmente, para df /dw, em que se tem xyz igual a uma constante:

of 1

—(x,y,2z,t) =xyz - —————— - 2w
aw( Y, 2t) Y x3 4+ z2 +w?

af( 0 = 2xyzw
aw VY T AE g ¢ e

FIQUE POR DENTRO

Como esperado, as derivadas parciais apresentam diversos usos em varias outras
disciplinas mais avangadas. Afinal, o célculo é a base ferramental para diversas outras
areas da ciéncia que o empregam largamente. Visando apresentar um exemplo simples
da aplicacdo dos conceitos de derivadas parciais, a seguir € indicado um artigo no qual os
autores fazem uso de derivadas parciais para melhorar os dados de levantamentos
topogréficos, ou seja, uma aplicacdo voltada para a engenharia civil e geografia.



Link:
<https://www.researchgate.net/profile/Rubia Mantai/publication/279505231 UTILIZA

CAO_DE _DERIVADAS PARCIAIS_EM_LEVANTAMENTOS _TOPOGRAFICOS/I
inks/5655bf2908aefe619b1b7738/UTILIZACAO-DE-DERIVADAS-PARCIAIS-EM-
LEVANTAMENTOS-TOPOGRAFICOS.pdf>. Acesso em: 22 abr. 20109.



https://www.researchgate.net/profile/Rubia_Mantai/publication/279505231_UTILIZACAO_DE_DERIVADAS_PARCIAIS_EM_LEVANTAMENTOS_TOPOGRAFICOS/links/5655bf2908aefe619b1b7738/UTILIZACAO-DE-DERIVADAS-PARCIAIS-EM-LEVANTAMENTOS-TOPOGRAFICOS.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Rubia_Mantai/publication/279505231_UTILIZACAO_DE_DERIVADAS_PARCIAIS_EM_LEVANTAMENTOS_TOPOGRAFICOS/links/5655bf2908aefe619b1b7738/UTILIZACAO-DE-DERIVADAS-PARCIAIS-EM-LEVANTAMENTOS-TOPOGRAFICOS.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Rubia_Mantai/publication/279505231_UTILIZACAO_DE_DERIVADAS_PARCIAIS_EM_LEVANTAMENTOS_TOPOGRAFICOS/links/5655bf2908aefe619b1b7738/UTILIZACAO-DE-DERIVADAS-PARCIAIS-EM-LEVANTAMENTOS-TOPOGRAFICOS.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Rubia_Mantai/publication/279505231_UTILIZACAO_DE_DERIVADAS_PARCIAIS_EM_LEVANTAMENTOS_TOPOGRAFICOS/links/5655bf2908aefe619b1b7738/UTILIZACAO-DE-DERIVADAS-PARCIAIS-EM-LEVANTAMENTOS-TOPOGRAFICOS.pdf

ATIVIDADE

1) Um dos topicos centrais do Calculo reside na avaliacdo de derivadas de funcGes.
Como problemas com mais de uma variavel sdo muito comuns, visando sua pratica
de resolucdes de derivadas de funcdes com mais de uma variavel, considere as trés
fungdes indicadas a seguir, analise as alternativas e assinale a que apresenta derivada
parcial indicada de forma correta.
fOoy) =x*y* - In(x* +y*) gx,y,2) =xyz-In(y+2)> h(xy)=e Y/*.
in ()

a) A derivada parcial de 1% ordem de f em relagdo a x é igual a
fo = 2x2y? |

b) A derivada parcial de 12 ordem de g em relacdo a y € igual a

x
x2%+y?

+ In(x? + yz)]

fy = xz Lﬁ+ In (y+z)2]

c) Paraafuncdo g dada, tem-se que f, = f,.
d) A derivada parcial de 12 ordem de h em relacdo a x é igual a

fo= 2=y (5]

e) A derivada parcial de 12 ordem de h em relagdo a y € igual a

f=5- 245w
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DIFERENCIAL DE UMA FUNCAO
Apdbs estudar as derivadas parciais no topico anterior, agora vamos expandir nosso
conhecimento a respeito de outros assuntos das derivadas de fun¢Ges com Unica variavel

para casos de fun¢Ges com duas variaveis.

Diferenciabilidade
Agora devemos estender o conceito de diferenciabilidade do caso de funcbes de uma
Unica variavel para fun¢Bes com duas varidveis. Quando vocé estudou diferenciais de
fungdes com uma Unica variavel, vocé viu que era facil identificar graficamente onde uma
funcdo € derivavel: basta encontrar pontos angulosos. Ou seja, uma funcgéo cuja curva se
apresente suave tera que cada um de seus pontos apresenta uma reta tangente Unica
(FLEMMING; GONCALVES, 2005).

Devemos, entdo, buscar expandir esse conceito para fun¢Ges com duas variaveis.
Flemming e Gongalves (2005) afirmam que, para uma funcdo f(x,y), cada ponto
(xo, Yo, f (xo, yo)) em seu grafico deverd apresentar um unico plano tangente que

represente uma aproximacao decente de f nos arredores do ponto (x,, yo).

Novamente caimos em um conceito aparente abstrato. Afinal, 0 que seria a aproximacao
decente dita no paragrafo acima? Esse conceito pode ser exemplificado, de acordo com
Leithold (1994), utilizando uma fungdo y = f(x). Se essa funcdo y é derivavel em um

ponto x,, sua derivada sera dada por:

d_y f'(xo) = lim f—(x) ACNS lim A_y

dx - X=X X — Xg " Ax-0 Ax (7

Em (7), os valores Ax e Ay sdo chamados de incrementos de x e y. Leithold (1994) ainda
destaca que 4y = f(x + 4x) — f(x).

Agora, se 0 modulo do incremento de x for pequeno, mas nunca igual a zero, Leithold
(1994) diz que arazdo Ay /Ax ira diferir da derivada f'(x) por um nimero muito pequeno,

dependente de Ax. Tal nimero, sendo denotado por €, € definido, para 4x # 0como:

A
€ =ﬁ—f’(x) (8)



A equacdo (8) ainda pode ser reescrita como:

Ay = f'(x)Ax + edx (9)

Note que € é uma funcdo de Ax, sendo que, se 4x — 0, entdo € — 0, ou seja, Alimoe =0.
X—

Disso, tem-se que, se a funcdo f for derivavel em um ponto x,, entdo, o incremento de f

nesse ponto x,, Af (x,)sera:

Af (xg) = f'(x0)Ax + €Ax (10)

Outra forma de ver essa aproximacao decente pode ser encontrada, segundo Flemming e

Gongalves (2005), a partir da definicdo da derivada de uma funcédo f(x), que é:

) = tim LS G

X0 X — X
Essa definicdo pode ser reescrita como:

0= lim M—f’(xo)l - 0= lim

X—Xg X — Xo X=Xo

{f(x) — [f(x0) + f'(x0) (x — xo)]}
X — Xg
A expressdo y = f(x,) + f'(x)(x — x,) é a reta tangente ao grafico da funcéo f(x) no
ponto (xo, f (xo)). Essa funcdo y é considerada uma aproximagao boa ou decente para f
préximo de x,. Disso, Flemming e Goncgalves (2005) destacam que, quando x se
aproxima de x,, a diferenca entre y e f(x) ir4 se aproximar de zero de maneira mais

rapida, como mostra a Figura 2.8.




Figura 2.8 - Aproximacao de f nos arredores do ponto (x,)

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 105).

Agora podemos fazer a expansdo dessa definicdo feita para fun¢fes de uma Unica variavel
para o caso de fun¢Bes com duas varidveis. Das defini¢des de derivadas parciais, foi visto
que f, é o coeficiente angular da reta tangente a curva de intersecdo da superficie de
f(x,y) com o plano y = y,, no ponto (x,,y,). Uma interpretacdo analoga pode ser
proposta para f,,, que é o coeficiente angular da reta tangente a curva de intersecdo da
superficie de f(x,y) com o plano x = x,, no ponto (x,,y,). Flemming e Gongalves
(2005) destacam que é intuitivo que essas duas retas tangentes pertencam a um mesmo

plano, como ilustra a Figura 2.9.

Figura 2.9 - Plano contendo as retas tangentes de inclinag@es f, e f,

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 105).

Com isso, pode-se propor a seguinte equacdo para o plano tangente a z = f(x, y), em um

ponto (xo, Yo, f (X0, ¥o)):

h(x,y) =ax+by+c (11)



Partindo de (11), sendo a, b e c constantes, Flemming e Gongalves (2005) destacam que

vocé deve conseguir identificar que:

i. ainclinacdo a do plano no sentido do eixo x pode ser encontrada por:

]
a= % (x0,¥0) (12)

ii. ainclinagdo b do plano no sentido do eixo y pode ser encontrada por:
af
b= @ (%0, ¥0) (13)

iii.  aequago (11) é satisfeita pelo ponto (xo, Yo, f (X0, ¥o) ), Visto que:

h(x,y) = f(x0, o) (14)

Substituindo (12) e (13) em (11):
af af
h(x,y) = x= (x0,¥0) + J’@ (x0,¥0) + ¢ (15)
Agora, avaliando (15) para o ponto (x,, vo):

0 0
h(x,y) = f(x0,¥0) = Xo % (%0, ¥0) + )’o%(%d’o) +c

0 0
c = f(x0,¥0) — %o % (0, ¥0) — Yo % (>0, ¥0) (16)
Finalmente, substituindo agora (16) em (15):
0 0
h(x,y) = f(x0,y0) + (x — xo)%(%d’o) + @ - J’O)é(xo’J’o) (17)

A Equacdo (17) é a equacdo do plano tangente ao gréafico da funcdo z = f(x,y) no ponto
(xo,yo, f (xo,yo)), caso esse plano exista. Disso, pode-se propor, entdo, a definicdo de

uma funcdo diferenciavel. De acordo com Flemming e Gongalves (2005):
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Defini¢cdo 3: Uma fungdo z = f(x, y) sera diferencidvel no ponto (x,, y,)caso suas

duas derivadas parciais Z—ﬁ (x0,v0) € Z—f/ (x0, yo) existam e se

) =[G + - 20 TG0 + O30 G Gy
(x3)>Gra 0 JG— %07 + &~ 3o (18)
=0

Note que o denominador de (18) € a distancia dos pontos (x,y) e (xg, ¥o). Assim, da
Definicdo 3, Flemming e Gongalves (2005) indicam que z sera diferenciavel em um
conjunto A c D,, em que D, é o dominio de z, se esta funcéo for diferenciavel em todos

0s pontos de A.

Veja que, para provar que uma funcao z é diferencidvel em um conjunto de pontos (x, y),
as derivadas parciais de todas as combinacfes (x, y) possiveis para esse conjunto devem
existir e o limite indicado por (18) deve existir. Se apenas um desses pontos ndo for
verificado verdadeiro, entdo z ndo é diferenciavel em um ponto e, por consequéncia, ndo

é diferenciavel em todo o conjunto de pontos em questéo.

Exemplo 2.1: Verifique se a fungdo f(x,y) = 2x? + 2y? é diferenciavel em R?.
Solucéo

Dada a Definicéo 3, precisamos checar se a funcéo dada apresenta derivadas parciais para

quaisquer pontos de R2. Entdo, para qualquer ponto(x,, v,) € R?, voce tera:
of of
E(XOJJ’O) =4x, e 5(950:3’0) =4y,

Veja que as derivadas parciais de 12 ordem existem para quaisquer pontos (x,, y,) € R2.

Agora, deve-se verificar o limite proposto em (18):

) =[£G + =20 TG ) + 6= 30 G o)
. N
(x,y)ir(zclo.yo) JO=x)%+ (v — y0)?

2x% 4 2y% — [2x0% + 2% + (x — x0) (4%0) + (v — ¥0) (4¥0)] _

lim 0
(x,y)~(x0,50) \/(x — xO)Z + (y _ yO)Z




2x% + 2y2 4 2x0% — 4xxy + 2y0° — 4yy,

lim
(x,y)=(x0,y0) J(x —%0)% + (y — ¥)?
_ oy 2ax) 420 -y
@y)=xovo) \[(x — x0)% + (¥ — yo)2

lim (x — %)% + (y — ¥0)?

(2)Cro ¥o) | (x — %0)? + (y — ¥0)?
s G+ 0?20 + O —30)?
@y)=>@oy0) |/ (x — x0)% + (¥ — ¥0)% / (x — x0)% + (¥ — ¥0)?

=2 X —x9)2 + 2=2.0=0
(XJ')—’(XOYO)\/( 0)* + =)

Como tanto o limite quanto as derivadas parciais de primeira ordem existem, entéo, a
funcdo f(x,y) é diferenciavel em R?.

Exemplo 2.2: Verifique se a funcdo a seguir € diferenciavel na origem.

y3
fGey) = {W sex#0

0 ,sex =10

Solucéo

O primeiro passo € checar se as derivadas parciais existem na origem. Note que, para essa

funcdo, é mais facil avaliar a derivada parcial utilizando a defini¢cdo com limite, dado pela

Equacéo (1):
9 (x,0) — £(0,0) o0 0-0
o 0,0y = 1im L LD SO0 _ ) Zvo 070
0x x—0 x—0 x>0 x—0 x>0 X
3
G.0-F00 757" °  y-o0
—f(OO) im [o. AT AR A
y—>0 y—20 y=0 y—20 y-0 Yy
Agora, deve-se verificar o limite proposto em (18):
fey - re0 +@-0ZLon+-0g oo
lim =0
(x,¥)-(0,0) \/(x —0)2 + (y — 0)2
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3 3

A _ _ _y
. 252 [0+ (x—0)(0) + (y — 0)(1)] . 21y Y

(x,y)—(0,0) [x2 4+ y2 (xy)—-(0,00 [x2 4 y2

¥ —y(? +y*) —x%y ,
. x*+y? . x* +y? . X7y
= lim = lim ——= lm —————

(x,¥)-(0,0) [x2 + y? @y)=00) [32 ¥ y2  @y)=00) (x? +y?)¥

Para avaliar o limite, faca a andlise da aproximacao para (0,0) em cada eixo. Assim,

fixando y = 0, analisamos o caso de x — O:

, —x*-0 . .
e ooy G2 + 0)72 K8 Gy — K0 = 0

Agora, analisando (x,y) — 0 pela semirreta y = x para valores x > 0:

—x2 - y3 —x3 —x

lim @ ———s= Ilm —ms= Ilm ——
(x,y)—>(0%,%) (xz + y2)3/2 (x,3)—(0% x) (xz + x2)3/2 (x,3)—(0%x) (2x2)3/2

3

—x3

= lim
(x,y)->(0%x) 2+/2x3

-1 -2

= lim ——=
(x,y)~(0,x) 2+/2 4

Como o limite ndo existe, pois aproximacdes diferentes levam a resultados diferentes,

entdo a funcdo dada néo é diferenciavel na origem.

Antes de continuarmos com esse assunto, vocé ja deve ter percebido que ndo é muito
simples provar a diferenciabilidade de uma funcdo. Mais adiante, serd apresentado um
critério que facilita identificar funcdes diferencidveis. Mas antes de ver tal critério,
Leithold (1994) ainda propde uma relacdo entre a diferenciabilidade de uma fungéo com
a continuidade desta: uma funcdo f(x,y) que é diferencidvel em um ponto (x,,y,)

também sera continua nesse ponto, ou seja:

f(x!y) =f(x0,:V0)

lim
(x,y)~(x0,50)

Agora pode-se enunciar a condicdo que Flemming e Gongalves (2005) afirmam como
suficiente para a diferenciabilidade de uma funcdo de duas varidveis: seja a funcdo

f(x,y) e o ponto (x0,y,) € D, contido em um conjunto aberto A. Se a fungéo f(x,y)
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tiver as duas derivadas parciais de 12 ordem df /dx e df /0y em A e se essas derivadas
parciais forem continuas no ponto (xg,y,), entdo pode-se dizer que f(x,y) é

diferenciavel em (x,, y,).

Exemplo 2.3: Verifique se a fungdo f(x,y) = 2xy? + 4x?y + 3xy é diferenciavel em
R2.

Solucéo

De acordo com a proposi¢do de Flemming e Gongalves (2005), precisamos verificar se

as derivadas parciais de 12 ordem existem e se sdo continuas em R?. Entéo, para qualquer

ponto(x,, y,) € R?:

of

ax

af
dy

of
(x,y)=2y*+8xy+3y - o (%0, ¥0) = 2¥0* + 8x0Y0 + 3¥0

of

@ (%0, ¥0) = 4% + 4x0Yo + 3%

(,y) =4xy +4x*> +3x -

Observe que as derivadas parciais sdo polindmios com dominio igual a R?. Logo, ambas
as derivadas parciais sdo continuas em todo o R?. Com isso, tem-se que a fungdo f

indicada é diferenciavel em RZ.

Plano tangente e vetor gradiente
Flemming e Gongalves (2005) apresentam uma informacéo interessante sobre o plano
tangente descrito pela equacgdo (17): nem sempre o plano definido pela equagdo (17) ira

existir e, mesmo que exista, pode néo ser tangente a funcéo f (x, y).

Funcdes que apresentam um grafico suave, como os paraboloides, apresentam um plano
tangente em todos os seus pontos. No entanto, funcdes que apresentam no gréafico alguma
regido angulosa, como o grafico da fungdo de um cone, ndo admitem o plano tangente

nessas regides angulosas. Na Figura 2.10 sdo mostrados os gréficos das fungdes f (x,y) =

x2+y? e g(x,y) =+x%+y2 Observe que claramente a funcdo g(x,y) ndo

apresentara nenhum plano tangente em sua origem, diferente do que se tem com a funcgéo

f(x,y).



fixy) =x"+7 gtoy) = 60"

Figura 2.10 - Gréfico do paraboloide f(x,y) e do cone g(x,y)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com isso, Flemming e Gongalves (2005) apresentam a seguinte defini¢cdo para o plano

tangente ao grafico de uma funcéo de duas variaveis:

Definic&o 4: considere uma funcdo f(x,y) € R? que seja diferenciavel em um ponto
(x0,¥0)- O plano tangente ao grafico dessa fungdo em um ponto (xo, yo, f (X0, ¥o))

é aquele plano definido pela seguinte equacéo:

0 0
z— f(x0,¥0) = (x — xo)%(%:)’o) + - }’0)%(950;)’0) (19)

Portanto, basicamente, para que o plano definido pela Equacéo (19) exista, € necessario,
além de satisfazer a Equacéo (19), que a funcdo apresente derivadas parciais no ponto em
questdo. Por exemplo, considerando o paraboloide definido como f(x,y) = x? + y?,

vocé tem as seguintes derivadas parciais de 12 ordem:

af _ of _
ax—2x e ay—Zy

Veja que, para o ponto (0,0), ou seja, a origem, a Equacdo (19) se reduz a:

z—-0=x-0)-2:0+(y—-0)-2:-0 - z=0



Ou seja, o plano definido pelos eixos xy em z = 0 € o plano tangente & origem nesse

gréfico, como se pode ver na Figura 2.11.

30 ~
25 4
20 4
i Plano
| definido
%) como z=()

Figura 2.11 - Plano tangente ao grafico do paraboloide f(x,y) = x? + y?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se vocé verificar para a fungdo cone f(x,y) = /x2 + y?2, verd que as derivadas parciais

de 12 ordem existem e sdo as seguintes:

o _ _x of _ _ Y

ox - [x2+y2 e ay - [x2+y2

No entanto, néo € possivel avaliar £,.(0,0) e £, (0,0), que sdo necessarias para avaliar a
Equacdo (19). Logo, realmente ndo existe o plano tangente na origem do grafico cone

indicado.

Flemming e Gongalves (2005) fazem um destaque muito interessante sobre as derivadas

.. 9 d . L .
parciais é(xo,yo) e é(xo;J’o)- Quando essas derivadas parciais sdo organizadas de

a d
certa forma, elas formam um vetor, representado por (é (%0, Y0), é (xo, y0)>.



Tal vetor € muito comum no calculo e em disciplinas que fazem uso do Calculo. Esse

vetor apresenta uma série de propriedades interessantes e a seguir serd discutida uma
breve apresentagdo sobre algumas dessas propriedades, mas esse assunto ndo sera tratado
muito profundamente neste material. Uma das defini¢des mais importantes desse vetor é

o gradiente, definido por Flemming e Gongalves (2005) da seguinte maneira:

Definicdo 5: considere uma funcdo f(x,y), que admite derivadas parciais de 12
ordem em um ponto (x,, y,). O gradiente dessa funcdo em tal ponto, denotada como
grad f(xe,v,) ou V f(xq,v), € 0 vetor cujas componentes sdo as derivadas

parciais de 12 ordem da funcéo no ponto (x,, y,). Assim:

9 9
V f(x0,¥0) = (% (xo,yo),%(xo,yo)> (20)

Esse vetor gradiente pode ser aplicado a um ponto genérico (x,y) do dominio da

funcdo. Essa aplicacdo genérica € a mais usual que se tem para o gradiente:

of d
vfe <_f,_f)
dx dy
Observe que essa definicdo pode ser ampliada para fungdes com mais de duas variaveis,
seguindo a mesma linha de raciocinio apresentada. Assim, para uma funcdo w =
f(x,y,z), tem-se o seguinte gradiente:



Exemplo 2.4: Determinar o vetor gradiente da fungdo w = 2xy? + 3xyz.

Solucéo

Para encontrar o vetor gradiente, é necessario avaliar as derivadas parciais de 12 ordem

da funcédo dada. Assim:

ow
— =2y% +3yz

0x
W o 2xy+3
3y = 2xy Xz
6w_3
0z Xy

Logo, o vetor gradiente para tal funcdo sera:

_(9f of of — (92
VW_(E'E'&) - Vw=(2y°+ 3yz 2xy + 3xz,3xy)

Flemming e Gongcalves (2005) fazem destaque de outro ponto a respeito de propriedades
dos gradientes. Uma das mais importantes propriedades do gradiente de uma funcgéo é
que ele é perpendicular as curvas de nivel dessa fungdo. Ou seja, considere uma funcao
f(x,y) e o ponto Py, = (xq,¥,), pelo qual passa uma curva de nivel C. Entdo, se
V f(x0,y0) ndo for nulo, ele sera perpendicular a curva C, em P,, ou seja, ele serd

perpendicular a reta tangente a C;, no ponto P,. A Figura 2.12 ilustra essa propriedade.
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Figura 2.12 - Representacdo graficade V f(x,, vo)

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 117).
Observe que o gradiente se encontra no plano xy, que € o dominio da funcao dada.

Diferencial
Até o momento, analisamos basicamente o plano tangente a superficie de uma funcéo
f(x,y). Agora analisaremos o diferencial de uma funcdo. Para funcdes de uma Unica
variavel y = f(x), a diferencial pode ser aproximada a um acréscimo Ay de sua variavel
dependente. Analogamente, para uma funcéo z = f(x,y), a diferencial devera ser uma
transformacéo linear que aproxime um acréscimo A4z de z. Com isso, Flemming e

Gongcalves (2005) enunciam a seguinte definicéo:

Defini¢do 6: considere uma funcédo f (x, y), que é diferenciavel no ponto (x,, y,). A
diferencial dessa fungdo no ponto (x,, y,) sera definida pela seguinte transformacéo
linear T: R? > R:

0 0
T(x —x0,¥ — Yo) = (x — xp) % (x0,¥0) + (v — ¥0) % (%0, ¥0) (21)

Fazendo h = x — xy e k = y — y,, (21) pode ser reescrita com:

T(h k) = f (xo,J’o) + k o (xO»YO) (22)

Veja que as equagdes (21) e (22) séo parecidas com a equacédo (19), a equacdo do plano
tangente a superficie de z = f(x, y). A transformada linear T ira fornecer, de acordo com
Flemming e Gongalves (2005), uma aproximacdo para o acréscimo Az sofrido pela

funcdo, quando se passa de (x,, yo) para (x,y). Entdo:

Az = f(x,y) — f(x0,y0) = h f (xo,YO) + k o (xo,)’o) (23)

Flemming e Gongalves (2005) ainda indicam que é comum usar a notacdo Ax = h = x —

xo € Ay = k = y — y, na diferencial apresentada em (23), de modo a deixar mais claro



que se tem a diferencial de z = f(x,y) em (x,,y,) relativa a acréscimos 4x e Ay.

Tomando uma notacdo ainda mais classica, pode-se fazer os acréscimos Ax e Ay serem
muito pequenos de forma que o operador A4 se torne uma derivada, ou seja, 4x = dx e

Ay = dy. Com isso, pode-se encontrar a diferencial total da funcéo z = f(x, y):

of af
dz = E (x,y)dx + 3y (x,y)dy (24)

Exemplo 2.5: Calcule a diferencial da funcdo f(x,y) = x2y + /xy no ponto (1,1).
Solucéo

Primeiro, deve-se avaliar as derivadas parciais de tal funcéo:

of VY of . _ vi_ 1.5
a—ny+ﬁ - a(l,l)—leﬁ'm—Z'{‘E—E
4] 0 1 1 3
—f=x2+£ - —f(1,1)=12+£=1+—=—
dy 2y dy 2V1 2 2
Agora, basta usar a equacéo (21):
of af
T(x—l,y—l)—(x—l)a(1,1)+(y—1)@(1,1)

5 3
T(x—l,y—l)z(x—1)§+(y—1)§

Vocé ainda pode utilizar a notacdo classica para representar essa diferencial, usando a
Equacdo (24):

d —5d +3d
f—zx >y

As diferenciais de uma fungdo sdo Uteis para se calcular aproximagfes. A seguir é
mostrado um exemplo dessa aplicacdo das diferenciais, em que esta é aplicada para

estimar variacOes na area de poligonos.



Exemplo 2.6: Seja um retangulo de lados iguais a 5 e 2 cm, respectivamente. Qual sera

a variacdo da area, aproximadamente, se os lados forem modificados para 5,02 e 2,005

cm?
Solucéo

Considerando que um retangulo genérico tem lados de tamanho x e y, respectivamente,

entdo sua area serd A = xy. Para tal funcéo, tem-se as seguintes derivadas parciais:

0A 0A
- = e - =

dx Y 6y_x

Agora, para estimar a varia¢do da area quando se modificam as dimens@es do retangulo,
vocé pode utilizar a Equacdo (24), ou seja, a diferencial total da funcdo:

dan =20 + 2 a4y = yax + xd
= g4 +5, Ay = ydx + xdy

Considerando x =5, entdo tem-se que y = 2. Logo, pode-se dizer que, de forma
aproximada, dx = 5,02 -5 = 0,02 cme dy = 2,005 — 2 = 0,005 cm. Assim, pode-se

estimar a variacdo da area:
dA=2-0,02+5-0,005= 0,065 cm?

Ou seja, quando as dimensdes do retangulo variam de 5 para 5,02 cm e de 2 para 2,005

cm, a area desse retangulo deve sofrer um acréscimo de aproximadamente 0,65 cm?.

ATIVIDADE

2) Analisar a diferencial de uma funcdo é algo que Ihe fornecerd uma estimativa de como
uma funcéo ird se comportar com pequenas alteracdes de suas variaveis. Sendo assim,
visando fixar este conceito, considere que uma empresa fabrica caixas cilindricas,
sendo que o custo de matéria-prima para essa caixa € de R$ 0,07 cada 10 cm?. Analise

as alternativas a seguir e assinale a correta.

a) Se as dimensdes da caixa variarem um pouco, vVocé pode estimar o0 custo
aproximado da nova caixa utilizando a equagdo dC = 0,007[(2mh + 2mr)dr +
(2mr)dh].

b) Para uma caixa com r =5cm e h = 10 ¢m, se 0 raio aumentar 2% e a altura
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aumentar 5%, o aumento do custo da nova caixa serd de aproximadamente R$
0,20.

c) Para uma caixa com r =5cm e h = 10 cm, se 0 raio aumentar 2% e a altura
aumentar 5%, o0 aumento do custo da nova caixa sera de aproximadamente R$
0,10.

d) Para uma caixa com r =2c¢m e h =5 cm, se 0 raio aumentar 5% e a altura
aumentar 2%, o custo da nova caixa sera de aproximadamente R$ 0,20.

e) Se as dimensbes da caixa variarem um pouco, vVocé pode estimar o custo
aproximado da nova caixa utilizando a equacdo dC = 0,07[(2mh)dr +
(2mr)dh].

Regra da cadeia
Assim como voce ja estudou para casos de fungdes de uma Unica variavel, vocé também
verd casos de funcGes compostas em funcbes de mais de uma varidvel, sendo que é
possivel se ver com a necessidade de avaliar a derivada dessa funcdo. Por exemplo, sendo
a funcdo y = f(x) uma funcéo diferenciavel de x e x = g(t) uma funcéo diferenciavel
de t, entdo a funcdo y é diferencidvel em relacéo a t, sendo, segundo Thomas Janior
(2016), essa derivada avaliada pela regra da cadeia, da seguinte forma:

dy dydx

dt  dxdt
Vocé pode pensar na fungdo y como y = f(g(t)), ou seja, a varidvel x pode ser vista

como uma variavel intermediéria, visto que x depende de t.

Para introduzir, agora, a ideia da regra da cadeia para fun¢Ges com mais de uma variavel,
Morettin, Hazzan e Bussab (2016) apresentam o seguinte exemplo. Considere que a

producéo de uma empresa pode ser representada pela seguinte fungéo:
P(x,y) = 6x'/2y'/2

Em que x representa o capital e y representa o trabalho investido. Tanto o capital quanto
o trabalho podem ser representados como fungdes do tempo, na forma x = f(t) = 0,16t
ey =g(t) =0,09t. Assim, a funcdo producdo também pode ser reescrita como uma

funcéo do tempo:

P(t) = 6(0,16t)'/2(0,09t)1/2 = 0,72(t>)V/? = 0,72t
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Note que a derivada de P(t) pode ser encontrada diretamente, sendo P'(t) = 0,72. No
entanto, nem sempre essa substituicdo podera ser feita de forma simples, sendo pratico
que vocé saiba como avaliar a derivada de uma funcdo composta de forma direta, sem

precisar reescrever a funcdo em questdo. Para tal, usaremos também a regra da cadeia.

Vejamos, entdo, como pode-se aplicar a regra da cadeia para fun¢cdes com mais de uma
varidvel. Stewart (2017b) indica que existem diversas versdes da regra da cadeia para
fungdes com mais de uma varidvel. Estudaremos alguns desses casos, sendo o primeiro
deles aquele em que a funcdo z = f(x,y) apresenta ambas variaveis como fungdes de
outra mesma varidvel, ou seja, x = g(t) e y = h(t). Assim, conforme descrito
anteriormente, a funcdo z é indiretamente funcdo de t, sendo x e y varidveis
intermediéarias. Pode-se, entdo, escrever a fun¢do z como sendo z = f (g (v), h(t)). Nesse

caso, Flemming e Gongalves (2005) e Stewart (2017b) propdem a seguinte definicao:

Definicdo 7: considere os conjuntos A € R? e B € R, ambos abertos. Se, entdo, a
funcdo z = f(x,y) admite derivadas parciais de 12 ordem continuas em A, ou seja,
z € diferenciavel em relagdo a x e y, e se essas variaveis x e y sdo funcgdes de t
diferenciaveis em B, ou seja, em relacdo a t, entdo, para qualquer t € B, tem-se que

(x(t),y(t)) € A. Logo, z sera diferenciavel para qualquer t € B e:

dz _0f dx+6f dy
dt  ox dt  dy dt (25)

Exemplo 3.1: Seja a funcdo z = f(x,y) = x%y + x, para a qual se tem que x(t) =t e

y(t) = t + 2. Verifique a formula da regra da cadeia para esse caso.
Solucéo

Verificar a formula simplesmente é verificar que a Equacdo (25) é verdadeira. Assim,

primeiro vamos avaliar z(t):
zt) = (2t +2)+ @) =t3+2t2+t =13+ 3t

Avaliando a derivada de z em relagéo a t:

dz
— =3t *+4t+1
dt



Agora, avaliando as demais derivadas que sao apresentadas em (25):

2 d
H—x2 ¢ =1

Disso, tem-se que:

af dx+6f dy
ax dt dy dt

=Qxy+1-(1)+ &) @)
=2xy + 1+ x?
Como x(t) =tey(t) =t + 2, entdo:
2xy+1+x2=2-(t)-(t+2)+ 1+ (t)?
=2t +4t+t?+1=3t2+4t+1

Entd0, como mostramos que:

dz af dx af dy
dt  ox dt ay dt

Podemos afirmar que verificamos a regra da cadeia.

Exemplo 3.2: Sejaa fungdo z = f(x,y) = xy + In x?y?, para a qual se tem que x(t) =

t? e y(t) = t, encontre dz/dt utilizando a regra da cadeia.

Solucéo

Para encontrar tal derivada utilizando a regra da cadeia, basta aplicar a Equagéo (25).

Assim, avaliando as derivadas necessarias:

9
f—y+— e Z—:=2t

af 2 dy _
ay—x+y e dt—l

Agora, basta resolver a Equacao (25):

dz af dx af dy <
dt  dx dt ay dt

2) (2t)+(x+ ) 1)



2 4t+x2+2ty2+2

4t
=2ty+—+x+-—=
X y X y

Aty +xPy + 2txy® + 2x _ t(4y + 2xy?) + x(xy + 2)
- xy - xy

Como x(t) = t? e y(t) = t, entdo:

dz  t(4t + 2t%t%) + t?(t%t + 2)
dt t2t

A2 +A(P+2) 4428+ +2 31 +6
B t2t B t ot

O segundo caso é aquele no qual a funcdo z = f(x, y) apresenta ambas varidveis como
funcgdes de outras duas variaveis, ou seja, x = g(s,t) e y = h(s, t). Assim, a funcdo z é
indiretamente funcdo de s e t, sendo x e y varidveis intermediarias. Pode-se, entéo,
escrever a fungdo z como sendo z = f (g(s, t), h(s, t)). Para esse caso, Flemming e

Goncalves (2005) e Stewart (2017b) propdem a seguinte definicao:

Definic&o 7: considere os conjuntos 4, B € R?, ambos abertos. Se, entéo, a funcéo
z = f(u,v) admite derivadas parciais de 1% ordem continuas em A, ou seja, z é
diferenciavel em relacdo a u = u(x,y) e v = v(x, y), € se essas variaveis u e v sdo
diferencidveis em B tais que, para qualquer (x,y) € B, tem-se que

(u(x, ), v(x, y)) € A. Logo, z sera diferenciavel para qualquer (x,y) € B e:

0z af Ju af Jv

x ou ox av.ax (26)
0z af Ju af Jv
ay ou ay v ay (27)

Exemplo 3.3: Sejaafuncdo z = f(u,v) = v? + u — v, paraaqual se tem que u(x, y) =

x + 2y e v(y,x) = x?y2. Verifique a formula da regra da cadeia para esse caso.

Solucgéo



Verificar a formula simplesmente é verificar que as equacdes (26) e (27) sao verdadeiras.

Assim, primeiro vamos avaliar z(x, y):
z(x,y) = (x*y?)% + (x + 2y) — (x*y?)
= xty* + x + 2y — x?%y?
Avaliando a derivada parcial de z em relagéo a x:

0z
Fie 4x3y* + 1 — 2xy?

E agora a derivada parcial de z em relagéo a y:

0z
3y = 4x*y3 + 2 — 2x%y

Agora, avaliando as demais derivadas que séo apresentadas nas equagdes (26) e (27):

of _ du _ W 52
ou dx dx_zxy
O 91 = 9x2v2 — du _ @ _ 5,2
av—Zv 1=2x°y*—-1 dy—Z dy—ny

Aplicando-as no lado direito de (26):

of du of v

30 72 T30 3= (D D+ @x%y* =1 2xy?)

=1+ 4x3y* — 2xy?
E no lado direito de (27):

of du Of v
50 5y aw gy = (0 @+ Cxtyt -1 - 2xy)

=2+ 4x*y3 — 2x%y
Entdo, comparando os resultados encontrados, mostramos que:

az_af 6u+6f ov
dx odu 9dx OJv 0x

dz 0f 6u+6f ov
dy ou dy Ov dy



Exemplo 3.4: Seja a funcdo z = f(u,v) = e%cos v, para a qual se tem que u(x,y) =

xy? ev(x,y) = x%y, com a regra da cadeia, encontre dz/dx e dz/dy.
Solucéo

Para encontrar dz/dx utilizando a regra da cadeia, basta usar a Equagéo (26). Assim,

avaliando as derivadas necessarias:

d 2 0 2

é = eY%cos v = e*Y cos x%y e é = —e¥senv = —e™ sen x%y
du 2 dv

— = — = 2x

dx dx y

Resolvendo a Equacéo (26):

o0z of ou of v, _, 2
—_— — — —_— = y 2 . 2 —pXYy 2 .
ox odu 6x+6v dx (e cos x?y) - () + (—e* senx?y) - (2xy)

0z

F y2e*¥*cos x2y — 2xye*¥ sen x2y
0z
F ye**(y cos x%y — 2x sen x%y)

Para encontrar dz/dy utilizando a regra da cadeia, basta usar a equacdo (27). Assim,

avaliando as demais derivadas necessarias:

Resolvendo a equagéo (27):

dz Odf ou OJf OJv

3= % 3y + % oy (e**cos x2y) - 2xy) + (= sen x%y) - (x?)
aZ 2 2
Fr 2xye*Y cos x*y — x?e*¥ " sen x?y

z xy? 2 2
@zxe Y"(2y cos x*y — x sen x*y)
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Ap0s termos estudado esses dois casos, pode-se apresentar uma generalizacdo para a
regra da cadeia. Para esse caso generalizado, Stewart (2017b) propde a seguinte
definicéo:
Definicdo 8: considere que z seja uma funcdo diferencidvel de n variaveis
X1, Xz,..., Xp, Para a qual se tem que cada variavel x; seja uma fungdo diferenciavel
de m varidveis ty,t,...,t,. Tem-se entdo que z também é uma funcdo de

ti,t, ..., ty, paraaqual se tem que a derivada parcial em relacdo a i-ésima variavel

t; sera encontrada por:

0z 0z 6x1+62 6x2+ +az dx,
at; odx; 0t; 0dx, ot; = dx, Ot (28)

Paraaqual i = 1,2,...,n.

Exemplo 3.5: Escreve a regra da cadeia para uma funcdo z = f(x,y,w,s), para a qual

setemque x = x(u,v,r),y =y(u,v,r),w =w,v,r)et =t(u,v,r).
Solucéo

Para esse caso, temos uma equacao z com quatro variaveis, sendo que cada uma dessas
variaveis é uma funcéo de outras trés varidveis. Entdo, de acordo com o que foi enunciado
na definigcdo 8, tem-se n = 4 e m = 3, as quais podem ser identificadas como x; = x,

Xy =y,.X3=WeX4=Set1=u,t2=vet3=r.
Precisamos, entdo, encontrar dz/du, dz/dv e dz/dr utilizando a Equacédo (28). Para a
primeira variavel, ou seja, para u, tem-se:

0z 0z 0x dz 0dy dz Oow 0z O0s

du _ ox ou ' 9y ou ' ow ou ' ds ou

E para a segunda variavel, ou seja, para v:

0z 0z O0x , 0z 0y dz 0w 0z O0s
v 9x v dy dv ow dv ds Jv

E, finalmente, para a terceira variavel, ou seja, para r:

0z dz 0x , 0z 0y dz Oow 0z O0s

or ox or ' 9y or ' ow or ' os or



Exemplo 3.6: Sejaafunciow = x2 + y? + z, paraaqual setemquex =r - sen 8,y =

r - cosy ez = rfy, encontre as derivadas parciais de z.
Solucéo

Para esse caso, temos uma equacdo z com trés variaveis, sendo que cada uma é uma
funcdo de outras trés variaveis. Entdo, de acordo com o que foi enunciado na definicéo 8,
tem-se n = m = 3, as quais podem ser identificadas como x; = x, x, =yex; =2z e

t1=7',t2=96t3=]/.

Precisamos, entdo, encontrar dw/dr, dw /26 e dw/dy utilizando a equacéo (28). Para r,

tem-se:
ow  dw 6x+6W 6y+6W 0z
or 0x or dy or 0z or
Para 6:
ow  dw 6x+6w 6y+6w 0z
90 ox 90 9y 06 09z 06
E paray:

ow  dw 6x+6W 6y+6w 0z
dy ox dy dy 9y 0z dy
Temos, entdo, todas as trés derivadas parciais para a funcdo indicada. Agora, podemos

avalia-las. Para facilitar, vamos avaliar, antes, as derivadas parciais que aparecem nas

equa(;(“)es gue encontramos.

3—:’=2x=2r-sen9 Z—;’=2y=2r-cosy 2—27:1
Z—izsene Z—er-cos@ Z—;zo

g—’r’=cosy Z—Z= g—i=—r-seny

%z@y Z—Z=ry Z—]Z/=r0

Basta, entdo, substituir as derivadas acima nas equagdes encontradas. Para dw /dr:

ow ow 6x+aw 6y+6w 0z
or odx or dy or 0z Oor



— =(2r-sen@)-(sen@)+ (2r - cosy) - (cosy) + (1) - (6y)

ar
aw
== 2r - (sen 8)? + 2r - (cos y)? + 0y
Para dw /a0
ow  dw 6x+6w 6y+aw 0z
90 ox 90 9y 06 9z 06
aw
Fri (2r-sen@)-(r-cos@)+ (2r-cosy)-(0) + (1) - (ry)
W _ o 0 +
g = 277 sen® -cosy+ry
Para dw/ady:
ow  dw 6x+6W 6y+6w 0z
dy ox dy Ody 9y 0z dy
aw
W =2r-senf)-(0)+ (2r-cosy) - (—r-seny)+ (1) - (r0)
MW _or2 +716
oy = ré-seny-cosy+r

REFLITA

A regra da cadeia pode parecer um processo complexo e de dificuldade consideravel para
se avaliar derivadas de fungdes compostas, visto que vocé pode reescrever a fungdo
substituindo suas variaveis intermediarias. Qual, entdo, é o sentido em desenvolver toda

essa teoria sobre a regra da cadeia?



ATIVIDADE

3) Voce foi convidado para analisar a pressdo P de um gas ideal em um experimento

. . ~ .. ;- 4
laboratorial, cuja reagdo ocorre em um recipiente esférico de volume V = Enr3. Para

tal, vocé identificou que a temperatura da reacdo varia com o tempo de reacdo t, a
posicdo radial no recipiente r de acordo com arelagdo T = 70 — t - In r € 0 nUmero
de mols na reacdo depende linearmente do tempo de reacdo de acordo com a relagédo
n = 0,2t. Sabendo que a pressdo de um gas ideal se comporta de acordo com a
equacdo dos gases ideais, apresentada a seguir, analise as alternativas e assinale a

correta. O valor R é uma constante.

a) Essa funcdo P pode ser completamente analisada com no minimo 3 derivadas
parciais.

b) A derivada parcial de P em relagcdo ao tempo é:

oP 3R
RS [7—=0,2t-InT]
c) A derivada parcial de P em relacdo ao tempo t é
dP 21R
at _ 2mrs
d) A derivada parcial de P em relacdo ao raio r é:
o [t~ tnm) + 210)

e) A funcdo Pdada apresenta duas variaveis intermediarias que séo funcdes de trés

variaveis.
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DERIVADAS PARCIAIS SUCESSIVAS

Agora é 0o momento de concluirmos os estudos de derivadas de fun¢des com mais de uma
variavel. Portanto, agora, vamos estudar a derivacdo implicita de fungdes com mais de
uma varidvel e, em seguida, aprenderemos como avaliar derivadas parciais de ordem

superior.

Derivacao implicita
Ao estudar fungGes com uma Unica variavel, vocé se deparou com casos em que uma
funcdo y = f(x) pode ser expressa de maneira implicita, ou seja, em uma forma
F(x,y) = 0. Note que, nessa definicdo, substituindo y = f(x), fard com que vocé tenha
uma identidade (FLEMMING; GONCALVES, 2005).

Assim, de forma analoga a esta, Flemming e Goncalves (2005) dizem que uma funcao
z = f(x,y) também pode ser representada de forma implicita como F(x,y,z) = 0.

Novamente, a substituicdo de z por f(x,y) faz com que se tenha uma identidade. Um
exemplo disso, uma funcdo z = /x3 + 2y2 pode ser escrita implicitamente como x3 +

2y2—z2=0.

Outros casos de fungdes com mais de uma variavel definidas implicitamente mostrados
por Flemming e Gongalves (2005) sdo o de um sistema de duas equacgdes. O primeiro

desses casos é aquele em que se tem duas equagdes simultaneas, como:

{F(x,y,z) =0
G(x,y,2) =0

Note que esse sistema pode definir implicitamente duas fun¢des de uma varidvel, y =

y(x) e z = z(x). J& 0 sistema

{F(x,y,u,v) =0
G(x,y,u,v) =0

pode definir de forma implicita duas funcGes com duas variaveis, ou seja, x = x(u,v) e
y =yWwv).

Veja que é possivel que fungGes de mais de uma variavel sejam expressas de forma
implicita, mas nem sempre é possivel escrever uma funcdo implicita de forma explicita.



Entdo, devemos analisar como encontrar derivadas de funcdes nesse caso. Vejamos 0S

quatro casos de funcdes implicitas descritas acima.

Derivando a funcdo y = f(x) definida por F(x,y) = 0
Iniciaremos nosso estudo com o caso da fungdo y = f(x), que pode ser definida

implicitamente pela funcéo:
F(x,y) =0 (29)

Se f e F forem fungdes diferencidveis e no ponto (x,f(x)) tem-se que dF/dy # 0,
Flemming e Goncalves (2005) dizem que a derivada dy/dx pode ser encontrada

derivando-se (29) em relacdo a x fazendo uso da regra da cadeia:

OF dx OF dy JoF oF dy

iy T T ey wT
oF
dy 5%
dx = 9F (30)
dy

Exemplo 4.1: Seja a funcdo de uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem

apresentada a seguir, encontre a derivada parcial dy/dx.
x2+y?=1
Solucéo

Essa funcgdo da circunferéncia é uma funcéo implicita na forma F(x,y) = 0, para a qual
se tem F(x,y) = x? + y? — 1. Apesar de essa fungdo poder ser representada na forma
explicita como y = +V1 — x?, vamos considerar encontrar a derivada utilizando a

técnica de derivacdo implicita, ou seja, usaremos a Equacéo (30). Para tal, precisamos de

algumas derivadas parciais da fungdo F(x, y):

oF _ oF _

w = 2X =2y

Agora, usando, entdo, a Equacéo (30):



dy ~ 0F/ox  2x x

E__OF/ay_ 2y y

Observe que esse resultado s6 é valido para y # 0. Caso deseje comprovar esse
resultado, derive a funcdo y escrita explicitamente acima e compare o resultado

encontrado.

Derivando a funcédo y = f(x,y) definida por F(x,y,z) = 0
Para uma funcédo z = f(x, y), definida implicitamente pela funcéo:

F(x,y,z) =0 (31)

Se f e F forem funcbes diferencidveis e no ponto (x, y, f(x, y)), tem-se, entdo, que
dF /dz #+ 0. Disso, Flemming e Goncgalves (2005) dizem que as derivadas parciais

dz/0x e 0z/dy podem ser encontradas com a regra da cadeia. Assim, derivando (31) em

relacdo a x:
oF 6x+6F 6y+6F 0z 0 JoF 1+6F O+6F 0z 0
—_ —_— — —_—— — - — —_— —_—— —
dx dx dy O0x 0z Ox dx dy dz 0x
oF
0z 3x
ox~ oF (32)
0z
E derivando (30) em relacéo a x:
oF 6x+6F 6y+6F 0z 0 oF 0+6F 1+6F 0z
dx dy dy dy 0z 0dy 0x dy dz dy
oF
0z dy
3y~ 9F (33)
0z

Exemplo 4.2: Seja a fungdo z = f(x, y) diferencidvel e definida pela equacéo a seguir,

encontre as derivadas parciais de z.

x3y+2y2+z3+3z=6



Solucéo

Note que essa funcdo z esta definida implicitamente na forma F(x, y, z) = 0, para a qual
setem F(x,y,z) = x3y + 2y% + z3 + 3z — 6. Logo, a funcio z apresentara as derivadas

parciais dz/dx e dz/dy. Para essa funcdo F(x,y, z), observe que:

% _ 32243
0z

OF _ 5 2 OF _ 3
ax—3xy ay—x + 4y

Veja que apenas as equacdes (32) e (33) sdo necessarias para encontrarmos as derivadas

parciais de uma funcdo na forma implicita. Assim, de (32):

0z  O0F/ox  3x’y x%y
ox  0F/dz  3z2+3  z2+1

E, de (33):

0z 0F/dy  x*+4y = x*+4y
dy  0F/0z  3z2+3  3(z2+1)

{F (x,y,2) =0
Derivando a funcéo y = f(x,y) definida por um sistema G(x,y,2) =0

Vejamos o caso de duas funcdes y = y(x) e z = z(x) serem definidas de forma implicita

por um sistema de duas equacgdes como:

{F (x,y,2) =0 (34)
G(x,y,z) =0

Se F e G forem fungdes diferencidveis, as derivadas parciais dy/dx e dz/dx podem ser
encontradas simplesmente derivando (34) em relacdo a x usando a regra da cadeia. Dessa

forma:

dF dx OF dy O0F dz
_—t— =4+ — . — =90
dx dx 0dy dx 0z dx
dG dx 0G dy 0G dz
_._+_._+_._:0
dx dx 0y dx 0z dx



dF dy OF dz
EEIdx4_az.
G dy 0G
3y dx oz

(35)

Observe que o sistema apresentado em (35) é um sistema linear com incognitas iguais a

dy/dx e dz/dx. De acordo com Flemming e Gongalves (2005), vocé pode fazer uso da

regra de Cramer para encontrar a solucéo desse sistema. Com isso, deve encontrar:

OF OF OF OF
T ox 0z dx 0z
06 0G| |06 06
d_y: ox o0zl _ _lox oz
dx ar or ar or
dy 0z dy 0z
G 0G G 096G
dy 0z dy 0z
€
oF doF JdF OF
dy  dx dy dx
aG a6 0G  0G
dz gy ~ox| _ lay ox
ax~ |0F 0F] | |9F OF
dy 0z dy 0z
G oG G adG
ady 0z ady oz

(36)

(37)

Os termos entre as barras indicam o determinante da matriz, sendo que os determinantes

em (36) e (37) sdo conhecidos como jacobianos, segundo Flemming e Gongalves (2005),

e vocé certamente lidara com jacobianos em outros assuntos mais avangados que fazem

uso do célculo.

Exemplo 4.3: Sejam as fungbes y = y(x) e z = z(x), em que z > 0, diferenciaveis e

definidas pelo sistema a seguir. Encontre as derivadas dy/dx e dz/dx.

{x2+y2=z

x+y=4

Solucgéo

2
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Temos um caso semelhante ao descrito pela equacdo (34), parao qual setem F(x,y,z) =
x2+y2—2z%eG(x,y,z) = x + y — 4. Assim, pode-se avaliar as derivadas pedidas com

as equacdes (36) e (37). Para isso, precisamos de algumas derivadas parciais das funcodes:

oF oF _ oF _

a=2x 5 Zy E__ZZ
aG G G
a—l 5— E—O

Entdo, para dy/dx:

2x -2z
d_y__|1 0|__1
dx ~ |2y —22|_

1 0

E, para dz/dx:

2y 2x
dz _ |1 1|_ 2y—2x x-—y
E‘_|2y —Zzl__ 2z z
1 0

{F(x, y,u,v)=0
Derivando as funcdes x = x(u, v) e y = y(u, v) definidas por (G¢(x,y,u,v) =0
Esta situacdo é ligeiramente semelhante aquela discutida na secdo anterior. Nesse caso,
considere que as fungbes x = x(u,v) e y = y(u, v)sdo definidas implicitamente pelo

sistema apresentado em (38):

{F(x,y,u,v) =0
G(x,y,u,v) =0 (38)

Se as funcdes F e G forem diferenciaveis, as derivadas parciais dx/du, dx/0v, dy/ou e
dy/dv podem ser encontradas aplicando a regra da cadeia em (38). Entdo, mantendo a
variavel v como uma constante e tomando a derivada em relagéo a u:

OF 9x OF o0y OF Oou OF ov

_———t— 4 — — 4 — . — =0

dx du dy Ou Ju du OJv du

aG 6x+66 dy 0dG 6u+66 ov

0x Oou dy Oou ou Oou Odv Oou

Note que no sistema acima tem-se du/du = 1 e dv/du = 0. Entéo:
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dF dx dF dy aF
9x du 9y ou  ou
a6 dx aG dy 4G (39)
ox ou'dy ou_ ou

Novamente, o sistema apresentado em (39) € um sistema linear com incognitas iguais a

dx/0u e dy/ou. Usando, ent&o, a regra de Cramer:

JdF OJF dF OF
du dy dx ou
aG  aG oG 4aG
ox du dy oy __lox ou
ou_ |aF oF ou  |0F OF (40)
ax Jy dx dy
G 9G a6 aG
ax oyl e dx dy

Lembre-se que (40) é valida para numeradores nao nulos. Tanto quanto no caso da secao

4.1.3, temos um jacobiano como resultado. Fazendo um processo analogo a este, mas

mantendo agora a varidvel u constante, vocé encontrara:

OF OF dF oF
ov  ay ox Ov
G 9G G 0G
dx v ay 9y _ _Bx v
v~ |oF oF ou  |0F OF (41)
ox 0y dx 0dy
G 9G G 9G
7 Oyl e ax oy

Exemplo 4.4: Sejam as fungdes x = x(u, v) e y = y(u, v) diferenciaveis, definidas pelo
sistema a seguir, encontre as derivadas parciais de x e y em relacdo a u e v.

{xZ—Zu—2v=0
y—2u+v=0

Solucéo

Para esse sistema, tem-se que F(x,y,u,v) = x? — 2u — 2ve G(x,y,u,v) =y — 2u +
v. As derivadas pedidas podem ser encontradas com as equacdes (40) e (41). Para isso,

precisamos de algumas derivadas parciais das funcdes:

oF oF oF JoF
=2x =0 —=-— =

ax ay ou 5__2



0G _ 0
ax dy u v

% _, 26 _ _, 96 _ 4

Entdo, para dx/ou e dy/du, de (40):

-2 0
ox |_2 1| -2-0 1
£=_|2x 0|=_2x—0=§
0 1
e
2x -2
()‘y_ |0 -2 _ —4x—0_
ou |2x 0| T 2x-0
0 1

Agora, para dx/dv e dy/dv, de (41):

N N e
ov |2x 0|_ 2x—0 «x
0o 1
e
a_y:_|2§ _12|=_2x—0=
av |2x 0| 2x—0
0 1

Derivadas parciais sucessivas
Apbs todo o desenvolvimento tedrico sobre as derivadas de primeira ordem, vocé
certamente estudou o caso de tomar a derivada de uma fungdo mais de uma vez, gerando
derivadas de ordens superiores. Esse procedimento também pode ser expandido para o

caso das fun¢Ges com mais de uma variavel.

Segundo Stewart (2017b), se uma funcdo z = f(x,y) é diferenciavel, entdo, suas
derivadas parciais de 1% ordem também devem ser funcdes de duas variaveis, ou seja,
of /ox = f,(x,y) e 0f /0y = f,(x,¥). Logo, nada nos impede de tomar uma nova
derivada dessas funcBes em relagcdo a uma de suas variaveis. Essa derivada parcial de uma
derivada parcial de 12 ordem é chamada derivada parcial de 22 ordem.

Para uma funcéo z = f(x,y), pode-se ter quatro derivadas parciais de 22 ordem, pois as

derivadas parciais de 1% ordem podem ser derivadas em relagdo a qualquer uma de suas



variaveis, ou seja, pode-se derivar df /dx em relacdo a x ou y, assim como df/dy

também pode ser derivada em relacdo a x ou y. Essas derivadas de 22 ordem podem ser

representadas das seguintes formas:

; (af) S O = f =

dx\ox) ~ 9x%  0x?
d (0f\ 0%f 0%z
E(&) - ayax - ayax - (fx)y - fxy - f12

d (0f _azf_azz_ B _
@(@) =y (5), = foy = fz

9 <af)_ 0°f 0%z

ax\dy) ~ axdy ~ 9xdy - (fy)x =fx= I

Nessas notagOes, observe que fs,, significa que vocé deve derivar primeiro em relagdo a
variavel x e, depois, em relacdo a variavel y. De modo analogo, para a notagéo fy,,
significa que vocé deve derivar, primeiro, em relacdo a variavel y, e, depois, em relagdo

a variavel x.

Exemplo 4.5: Determine as derivadas parciais de 22 ordem da funcéo a seguir.
flo,y) =2x*y — x*y? + xy?
Solucéo

Primeiro, vocé deve avaliar as derivadas parciais de 12 ordem da fungéo indicada:

af 3 2,,2 3
ax—8x y—3x‘y“+y
9]

—a§= 2x* — 2x3y + 3xy?

Agora, podemos encontrar as derivadas de 22 ordem. Derivando df /dx em relagéo a x:

°f _ 0 3 2,2 4 4,3 2 2
ﬁza(&c y —3x°y® +y°) = 24x°y — 6xy

E em relacdo a y:



92 f

0
yax 3y (8x3y — 3x%y? + y3) = 8x3 — 6x2y + 3y?

Finalmente, derivando df /0y em relagéo a x:

azf a 4 3 2 3 2 2
axay=£(2x — 2x°y + 3xy*) = 8x°> — 6x°y + 3y
E em relacdo a y:
02 0
a—y]; = E(Zx4 —2x3y + 3xy?) = —2x3 + 6xy

Note que, no Exemplo 4.5, as derivadas f,, € f,, sdo iguais. Segundo Stewart (2017b),
isso ndo é simples coincidéncia, € algo corriqueiro para diversas fungfes. O matematico
francés Alexis Clairaut (1713-1765) enunciou um teorema que fornece condicbes para

identificar se as derivadas f;,, € f,, serdo iguais em uma funcao:

Teorema de Clairaut: seja a fungdo f definida em uma bola aberta A, que contenha
0 ponto (xo, ¥o). Se as fungdes f,, e f,, forem continuas em D, entdo f,., (xo, yo) =
fyx (%0, ¥0)(STEWART, 2017b).

Flemming e Gongalves (2005) apresentam uma definicdo semelhante a essa, conhecida
como teorema de Schwarz, que leva a mesma concluséo do teorema de Clairaut. Também

€ comum que esse teorema seja enunciado como teorema de Clairaut-Schwarz.

Cabe dizer, também, que vocé pode continuar derivando fungfes quantas vezes vocé
quiser, obtendo, assim, derivadas parciais de ordem superior. O procedimento para se
encontrar essas derivadas parciais de ordem superior € 0 mesmo descrito para se encontrar

as derivadas parciais de 22 ordem.



ATIVIDADE

4) A derivacdo implicita é um tipo de derivacdo que algumas pessoas apresentam certa

dificuldade em lidar. Visando praticar esse assunto e melhor fixa-lo, considere as

funcBes a seguir, e analise as alternativas e assinale a correta.

1)
1)

a)
b)
c)

d)

x’y?+Inxy+2z3=8

6x3 + 2y* =36

x*z+Inx *y+xyz?=0
A derivada parcial dz/dx da funcdo | é igual a — “?’TZW
A derivada parcial dz/0dx da funcao Il é igual a — %.
A derivada parcial dz/dy da funcéo | é igual a — zxy;TJ’zl/y

2

A derivada parcial dy/dx da funcéo Il é igual a — Z%

xz%+1/y?

x2+xyz

A derivada parcial dz/dy da funcdo Il é igual a —
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Introducéo

O estudo de fun¢bes de uma Unica variavel pode ser expandido e aplicado para casos de
funcBes de mais de uma variavel. Portanto, na presente Unidade, vamos ampliar as aplicacdes
de derivadas para a andlise de func6es de duas variaveis. Inicialmente, discutiremos a respeito
dos méaximos e minimos de fungdes com mais de uma variavel, iniciando os estudos com um
embasamento tedrico, partindo, entdo, para a aplicacdo do conceito de derivadas para auxiliar na
determinacdo de pontos criticos para, entdo, aprender a determinar quais pontos criticos sdo
pontos extremantes e quais sdo pontos de sela. Fundamentada a teoria de determinacdo dos tipos
de pontos criticos de uma funcéo, estudaremos a aplicacdo desses conceitos com alguns
exemplos.

Fonte: Denis Ismagilov / 123RF.


https://br.123rf.com/profile_ismagilov

PONTOS DE MAXIMO E MINIMO

Assim como vocé estudou nos casos de fungBes com apenas uma varidvel, uma das

principais aplicacfes das derivadas de 12 ordem se encontra na anélise de uma funcéo,
permitindo a vocé identificar os valores maximos e minimos de uma fun¢do. Como vocé
ja deve ter percebido, a derivada parcial de 12 ordem para fungdes com duas ou mais
variaveis também pode ser utilizada com esta finalidade (STEWART, 2017). Logo, a

presente unidade serd dedicada a esse tipo de aplicacdo das derivadas parciais.

Maximos e minimos de funcdes de duas variaveis
Os valores de maximo e minimo de uma funcdo podem ocorrer tanto nas regides
fronteiricas quanto nas regides internas da representacdo grafica de uma funcéo.
Inicialmente, sera desenvolvida a analise desses pontos dentro de uma regido. Para
ilustrar esses casos de pontos de minimo e maximo de uma funcéo, considere a fungédo
genérica z = f(x,y) e o conjunto de pontos A, representados geometricamente conforme

mostra a Figura 3.1 a seqguir:

Figura 3.1 - Representacdo geométrica de uma funcéo z = f(x,y)

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 161).



Observando os pontos (x, y) delimitados pela regido A, é possivel notar que, nos pontos

P, e P,, a funcdo z apresentara valores minimos. J4 o ponto Ps;, que se encontra na
fronteira desse conjunto A, é um ponto de maximo. Dessa imagem e breve analise,

Flemming e Gongalves (2005) propdem as seguintes definigdes:

Defini¢ao 1 - maximo global ou absoluto: seja uma funcéo z = f(x, y) qualquer,
cujo dominio seja Dy. Entdo, 0 ponto (xo,y,) € Dy € um ponto de maximo global ou
absoluto se, para qualquer outro ponto (x,y) € Dy, tem-se que f(x,y) < f(xo, ¥o).

Logo, pode-se afirmar que f(x,, yo) € 0 valor maximo de f.

Defini¢ao 2 - minimo global ou absoluto: seja uma funcdo z = f(x,y) qualquer,
cujo dominio seja Dy. Entéo, 0 ponto (xo,y,) € Dy € um ponto de minimo global ou
absoluto se, para qualquer outro ponto (x,y) € Dy, tem-se que f(x,y) = f(xo, ¥o).

Logo, pode-se afirmar que f(xy, yo) € 0 valor minimo de f.

Exemplo 1.1: Considere o paraboloide definido pela fungdo z = 9 — x? — y2. Qual

devera ser o0 maximo absoluto dessa fungédo?
Solucéo

A representacdo gréafica desse paraboloide, conforme na Figura 3.2, provavelmente ja é

familiar a vocé.



Figura 3.2 - Representacdo geométrica da fungdo z = 9 — x2 — y?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisando tal grafico, fica simples deduzir que o valor méaximo absoluto dessa funcéo
ird ocorrer no ponto (0,0), para o qual se tem que z = 9. Isso pode ser comprovado pela

Definigdo 1, pois, para qualquer (x,y) € D,, tem-se que f(x,y) < 9. Em outra nota¢do:

V(x,y) € Dy, f(x,y) < £(0,0)

Exemplo 1.2: Considere o paraboloide definido pela funcdo z = 4 + x? + y2. Qual

devera ser o0 maximo absoluto dessa fungdo?
Solucéo

Esse paraboloide esta representado na Figura 3.3.



Figura 3.3 - Representacdo geométrica da funcdo z = 4 + x? + y?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisando tal grafico, fica simples deduzir que o valor méaximo absoluto dessa funcéo
também ira ocorrer no ponto (0,0), para o qual se tem que z = 4. Isso pode ser
comprovado pela Definicdo 2, pois, para qualquer (x,y) € D,, tem-se que f(x,y) = 9.

Em outra notagéo:

V(x,y) € Dy, f(x,y) = £(0,0)

Além dos méximos e minimos absolutos, Flemming e Goncalves (2005) ainda
apresentam a definicdo dos méximos e minimos locais, da mesma forma que se tem para

funcdes de uma Unica variavel.

Definicao 3 - maximo local ou relativo: seja uma funcdo z = f(x, y) qualquer, cujo

dominio seja Dy. Entéo, o ponto (x,,y,) € Dy sera um ponto de maximo local ou
relativo se existir uma bola aberta B((xo,yo); r) € Dy para a qual se tem que, para

qualquer ponto (x,y) € B, tem-se que f(x,y) < f(xo, Yo)-
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Definicdo 4 - minimo local ou relativo: seja uma funcdo z = f(x, y) qualquer, cujo

dominio seja Dy. Entdo, o ponto (x,,y,) € Dy sera um ponto de minimo local ou
relativo se existir uma bola aberta B((xo,yo); r) € Dy para a qual se tem que, para

qualquer ponto (x,y) € B, tem-se que f(x,y) = f(xo, Yo)-

- ~ 1 . - .
Exemplo 1.3: Considere a fungdo z = sen? x +Ey2' Existem minimos locais nessa
funcéo?
Solucéo

A representacdo grafica dessa funcdo é mostrada na Figura 3.4.

Figura 3.4 - Representacdo geométrica da funcdo z = sen? x + % y?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como vocé pode ver na Figura 3.4, a funcdo z definida tem como valor minimo z = 0.
Analisando o grafico, é possivel ver que ele apresenta diversos pontos de minimo local,

pois periodicamente se tem que z = 0.



Verificando, entdo, essa funcéo, pode-se concluir que 0os minimos irdo ocorrer quando se

temquesen?x =0e %yz = 0. Assim, todavez quesetem x = kmr,emquek € Zey =

0, a funcdo apresentard um minimo local.

Segundo Flemming e Gongalves (2005), os pontos de maximo e minimo também podem
ser encontrados na literatura como pontos extremantes, tanto no caso dos globais como
dos locais. Além disso, vocé deve imaginar que € possivel que exista uma metodologia
diferenciada e mais simples para que esses pontos extremantes sejam identificados,
fazendo uso de conceitos de calculo desenvolvidos até aqui. Tal metodologia sera

discutida na proxima secéo.

REFLITA

Quando se lida com fungdes de uma Unica variavel, a analise da representacéo grafica é
uma excelente forma de buscar maximos e minimos. Vocé acha que essa préatica para a
andlise de funcdes de duas variaveis é tdo til e simples quanto no caso de fungdes de

uma Unica variavel?



ATIVIDADE

1) Uma das analises mais corriqueiras que se faz de uma funcéo € identificar a existéncia
dos pontos de maximo e minimo das fun¢des. Visando desenvolver essa habilidade e
praticar os conceitos de maximos e minimos de uma funcg&o, analise as alternativas a
seguir e assinale a correta.

a) Uma funcéo definida como z = a + x2 + y? tem o ponto (0,0) como ponto de
maximo global.

b) Todas as fun¢Ges com mais de uma variavel apresentam um valor de maximo e
um valor de minimo global.

c) Paravalores de x entre —2 e 2 e para valores de y entre —1 e 1, a funcéo definida
como z = a — x? — y? tem trés pontos como pontos de maximo locais.

d) A fungdo z = cos? x + y? apresentard minimos locais sempre que y = 0 e x =
km,emquek € Z.

e) A Unica forma para se identificar maximos e minimos locais de uma funcdo com

duas variaveis € pela analise grafica da funcéo.
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PONTOS EXTREMANTES

Assim como mencionado anteriormente, encontrar 0s pontos extremantes de uma fungéo
de duas variaveis dependendo apenas da andlise grafica dessa variavel ou da anélise da
funcdo pode ndo ser uma prética tdo simples, sendo necessario o uso de softwares para
visualizacdo da representacao grafica da funcdo ou uma extensa e, por vezes, trabalhosa
analise matematica. E nesse momento que o calculo surge para facilitar o trabalho de
localizar os pontos: assim como nos casos de anélise de fun¢des de uma Unica variavel,

podemos fazer uso do ferramental fornecido pelo calculo para esse tipo de analise.

Pontos criticos de funcdes de duas variaveis
Para aplicarmos o calculo na anélise de pontos extremantes de uma funcdo, considere a

funcio de duas variaveis z = f(x,y), a qual é definida em um conjunto aberto 4 c R2.

Segundo Flemming e Gongalves (2005), um ponto (x,,y,) € A serd chamado de ponto
critico de f se as derivadas parciais Z—£ (x0,¥0) € g—i (x0,yo) forem iguais a zero ou se a

funcdo f ndo for diferenciavel no ponto (x,,y,) € A. Ou seja, pensando de forma
geomeétrica, 0s pontos criticos de uma funcdo sdo aqueles pontos em que o grafico ndo
apresenta um plano tangente ou, quando apresentar esse plano tangente, ele sera

horizontal.

Flemming e Gongalves (2005) ainda destacam que 0s pontos extremantes de f se
encontram entre os pontos criticos de tal funcdo. No entanto, Thomas Janior (2016)
afirma que nem todos os pontos criticos encontrados serdo pontos extremantes. Disso,
tem-se que um ponto critico que ndo é um ponto extremante sera denominado ponto de

sela.

Exemplo 2.1: Verifique se o ponto (0,0) é um ponto critico de alguma das seguintes

funcdes:

a. f(x,y) =2x%+y?

b. f(x,y) =+3x%+2y3



Solucéo

Para identificar se um dado ponto € um ponto critico de uma funcdo com duas variaveis,
devemos verificar se as derivadas parciais em tal ponto sdo iguais a zero ou se a funcéo

n&o é diferenciavel no ponto indicado. Entdo:

a. Para f(x,y) = 2x? + y?, tem-se que:

of A 0O o
5(0,0) =4x =0 eay(0,0) =2y=0

Entdo, como ambas derivadas parciais no ponto (0,0) sdo iguais a zero, tem-se
que o ponto (0,0) é um ponto critico para essa funcdo. A Figura 3.5 ilustra o

gréafico dessa funcdo e o plano tangente ao ponto (0,0).

Figura 3.5 - Representacdo geométrica da funcéo f(x,y) = 2x? + y? e do plano tangente

ao ponto (0,0)

Fonte: Elaborada pelo autor.



b. Japaraafuncdo f(x,y) = /3x2 + 2y3, tem-se que:

Of _ 3xy3x%+2y3 e of _ 3y2/3x2+2y3

ax  3x2+2y3 dy  3x2+2y3

Note que as derivadas parciais no ponto (0,0) ndo existem. Entdo, em tal ponto, a
funcdo ndo apresenta plano tangente. Na Figura 3.6 € mostrada uma representacéao
gréafica dessa fungdo. Note que no ponto (0,0) existe um “bico”, o que indica que

ndo existe derivada em tal ponto.

Figura 3.6 - Representacdo geométrica da funcéo f(x,y) = /3x2 + 2y3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir veremos a condicao requisitada para a existéncia de pontos extremantes. Vamos

1a?!

Condicao requisitada para a existéncia de pontos extremantes
Seja a funcdo de duas variaveis z = f(x, y) diferenciavel em um conjunto aberto A c

R2. Para garantir que um ponto (x,,y,) € A é um ponto extremante, quer de maximo ou



minimo local, entdo Z—i (x0,¥0) =0¢ Z—f} (x0,¥0) = 0. Ou seja, 0 ponto (x,,y,) deve ser

um ponto critico de f , segundo Flemming e Gongalves (2005).

A prova disso pode ser feita de maneira relativamente simples, de acordo com Flemming
e Gongalves (2005). Suponha que o ponto (x,, y,) € A € um ponto de maximo local da

fungdo f. Entdo, deve existir uma bola aberta B = B((x,, ¥,),) na qual, para todos os
pontos (x,y) € B, tem-se que f (x,y) < f(xo, yo)-
Considere, agora, a funcdo de uma varidvel h, definida como h:I ¢ R - R, em que

h(x) = f(x,y,) eI éum intervalo aberto que contém o valor x,, tal que se tem (x, y,) €

B paratodo x € I. Isso pode ser visualizado na Figura 3.7 a seguir.

0 Intervalo |

Figura 3.7 - Representacdo do intervalo I e da bola aberta B

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 165).

Tem-se, entdo, que h(x) é derivavel no ponto x,, tal que h'(x,) = g—ﬁ(xo,yo). Além

disso, x, € um ponto interior de I, assim como também é um ponto de maximo local da
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funcdo h(x). Com isso, Flemming e Gongalves (2005) indicam que podemos encontrar

diversos pontos que sejam candidatos a pontos extremantes.

Exemplo 2.2: Encontre os pontos criticos da fungéo f(x,y) = 2x2y + 3x% — 2y.
Solucéo

A fungdo f(x,y) é polinomial, o que acarreta na existéncia de derivadas parciais para

N . : .. af @
todos os pontos (x,y) € R?. Basta, entdo, que avaliemos as derivadas parciais é e é
dessa funcdo e identificar em quais pontos as duas derivadas serdo simultaneamente

iguais a zero. Avaliando as derivadas parciais da funcéo f dada, tem-se que:

6f_4 +6
ax— Xy X
af 5

@—Zx -2

Agora, deve-se resolver o sistema:

{4xy+6x:0
2x2-2=0

Da segunda equacdo do sistema, tem-se que x? = 1, ou seja, x = +1. Agora, para a
I « ) . . . . of .
primeira equacgao, convém evidenciar o termo x, ou seja, a derivada Fw pode ser reescrita
como 4xy + 6x = 2x(2y + 3). Entdo, é preciso identificar onde 2x(2y + 3) = 0. Da
analise de z—f,, ja sabemos que x = +1, logo, é preciso que 2y + 3 seja igual a 0. Entdo,

encontra-se que y = —3/2.

Com isso, podemos inferir que a funcdo dada apresentara dois pontos criticos, que serdo

0S pontos (1, - %) e (—1, - %)
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Exemplo 2.3: Encontre os pontos criticos da fungéo f (x,y) = 2x%y + 2y? — 8y.
Solucéo

Novamente, a fungdo f(x,y) é polinomial, o que acarreta na existéncia de derivadas

- . . .. df @
parciais para todos os pontos (x,y) € R?. Basta avaliar as derivadas parciais é e é dessa

funcéo e identificar em quais pontos as duas derivadas serdo simultaneamente iguais a

zero. Tem-se, entao:

Agora, deve-se resolver o sistema:

4xy =0
{sz +4y—-8=0

De 4xy = 0, tem-se que x = 0 ou y = 0. Deve-se partir disso para analisar a outra
equacdo. Assim, se x = 0, de 2x% + 4y — 8 = 0, tem-se que 4y — 8 = 0, ou seja, Se x =
0, entdo y = 2. Logo, o ponto (0,2) é um ponto critico da fungdo dada. Agora, sese y =
0, de 2x? + 4y — 8 = 0, tem-se que 2x%> — 8 = 0, ou seja, se y = 0, entdo x = +2.
Disso, tem-se que os pontos (2,0) e (—2,0) também serdo pontos criticos de f. Entdo,

mostrou-se que a funcdo dada apresentard trés pontos criticos.

Exemplo 2.4: Mostre que os pontos da reta y = x — kmr, em que k € Z, sdo pontos

criticos da funcdo f(x,y) = 2cos(x — y).
Solucéo

Avaliando as derivadas parciais da funcéo f dada:

f
Fie —2sen(x —y)
ﬂ = 2sen(x —y)

dy



Agora, deve-se resolver o sistema:

{—ZSen(x —y)=0
2sen(x —y) =0
Antes de buscar a resolucdo direta do sistema dado acima, perceba que tal sistema pode

ser reescrito como:

{Sen(x -y)=0
sen(x —y) =0
Ou seja, basta avaliar onde sen(x —y) = 0 para identificar os pontos criticos.
Lembrando-se da funcdo seno, sabe-se que ela seré igual a zero de forma periddica da
seguinte forma: sen(km) = 0, em que k é um namero inteiro, ou seja, k € Z. Logo, da

equacdo que se tem, é preciso que:
x—y=kn - y=x—kn

Note que essa equacao € uma equacao de reta. Portanto, qualquer ponto (x, x — km) sera

um ponto critico da fungéo f dada.

Interpretacdo geométrica dos pontos criticos de uma funcéo
Como visto anteriormente, um ponto critico de uma funcdo pode ser visto
geometricamente como aqueles pontos nos quais ndo se encontra um plano tangente ou o
plano tangente é horizontal. Com isso, pode-se identificar, segundo Flemming e
Gongalves (2005), qual paraboloide mais se aproxima do gréfico da funcdo nas

proximidades de um ponto critico (xg, o).

Na Figura 3.8 a seguir, é apresentado o grafico de uma funcéo z = f(x, y) hipotéticae o
plano horizontal tangente em um de seus pontos criticos. Nessa mesma figura pode-se ver

que existe um paraboloide que aproxima de forma adequada a regido gréfica da fungdo z.



Figura 3.8 - Representacdo grafica de uma funcdo z = f(x,y) e um paraboloide que

aproxima-se da regido do ponto critico com concavidade para cima

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongcalves (2005, p. 167).

Veja que o paraboloide na Figura 3.8 apresenta concavidade voltada para cima. Isso,
segundo Flemming e Gongalves (2005), € um indicativo de que o ponto critico em questao
é um ponto de minimo. Na Figura 3.9 a seguir, € apresentado um caso semelhante ao que
acabamos de descrever, mas o paraboloide encontrado tem concavidade voltada para

baixo, o0 que indica que o ponto critico em questdo € um ponto de maximo.



Figura 3.9 - Representacdo gréafica de uma funcdo z = f(x,y) e um paraboloide que

aproxima-se da regido do ponto critico com concavidade para baixo

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 167).

De acordo com Flemming e Gongalves (2005), essa no¢do geométrica apresentara uma
condicéo suficiente para identificar se um ponto critico € um ponto extremante local. Para
isso, considere que a funcdo z = f(x,y) apresenta derivadas parciais de primeira e
segunda ordem continuas em um conjunto aberto A, o qual contém o ponto (x,, y,) —

ponto critico de f. Entdo, considere o determinante H(x, y), definido a seguir:

—az (x,y) o (x,y)
f(x,y fx,y
H(x,y) = aaxzz o

62

Da analise desse determinante, pode-se chegar a quatro conclusdes:

62

i. se H(xg,yy)>0e axzf(xo’yo) > 0, entdo o ponto (x,,y,) € um ponto de

minimo local de f;
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62

ii. se H(xgy,) >0 e axzf(xo’y‘)) < 0, entdo o ponto (x,,y,) € um ponto de

maximo local de f;
iii.  se H(xy yo) <0, entdo o ponto (x,,y,) ndo é um extremante local, ou seja,
(%0, Y0) € um ponto de sela;

iv. se H(xg,yo) = 0, entdo ndo se pode afirmar nada.

Flemming e Goncalves (2005) ainda destacam que a matriz que origina o determinante
acima é comum no calculo, recebendo um nome especifico para a designar. matriz
hessiana. A seguir tem-se a matriz hessiana:
02 02
ﬁf (x,y) Jyox
2 2
6x6yf (x,¥) a_yzf (x,¥)

fl,y)

Dito isso, o determinante mostrado acima é chamado hessiano da funcgéo z.

A prova do que foi proposto aqui € consideravelmente complexa, mas a ideia fundamental
reside no uso de derivadas parciais de segunda ordem da fungdo em questdo para
determinar qual ¢ o tipo de paraboloide que mais se aproxima da regido do ponto critico.

Esse paraboloide pode ser representado de forma genérica como:
1 1
P(x,y) = Esz + Bxy +§Cy2 +Dx+Fy+G

Para essa forma genérica, tem-se que um paraboloide que satisfaca as seguintes cinco
condicOes
af

oP
a (x0,¥0) = a (x0,¥0)

oP af
@ (x0,¥0) = @ (x0,¥0)



a%p 62f
F (X0, ¥0) = %2 (%0, ¥0)

d2pP aZf
6_)12 (%0, ¥0) = a_yz (%0, ¥0)

a%p 62f
m (x0,¥0) = m (%0, ¥0)

apresentard o mesmo plano tangente que o gréafico da funcdo f no ponto (x,,y,). Note

que as cinco condig¢des apresentadas acima podem ser reescritas como:

af
AxO + Byo + D = a(xO,yo)

af
on + Cyo + F = E (xO, yo)

62f

A= ﬁ(xo;}’o)
62f

C= a—yz(xo:YO)
aZf

B = M(%JO)

Ou seja, os termos A, B e C do paraboloide devem ser iguais as derivadas parciais de

segunda ordem da funcéo f.

Com essas definicdes, vocé também é capaz de determinar as curvas de nivel do
paraboloide que realiza a aproximagdo no ponto critico: basta igualar a equacdo do

paraboloide a uma constante k qualquer:

1 1
EAx2+Bxy+§Cy2+Dx+Fy+G=k

Essa equacdo pode representar alguns tipos pré-especificos de curvas, da seguinte forma:
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i. seB%—AC > 0, as curvas de nivel serdo hipérboles, fazendo com que o grafico
de P(x,y) seja um paraboloide hiperbdlico. Com isso, tem-se que a funcéo f
apresentard um ponto de sela;

ii. seB%?—AC <0, as curvas de nivel serdo elipses. Ainda nesse caso, se A > 0 e
C > 0, o paraboloide sera eliptico para cima, o que significa que f tem um minimo
relativo no ponto (x,, o). Agora, se A < 0 e C < 0, o paraboloide sera eliptico
para baixo, o que significa que f tem um méximo relativo no ponto (x,, vo);

iii. seB?— AC =0, as curvas de nivel serdo parabolas, fazendo com que o grafico

de P(x,y) seja um cilindro parabdlico, de modo que nada podera ser concluido.

Exemplo 2.5: Classifique os pontos criticos da fungdo f(x,y) = 2x2y + 2y? — 8y.
Solucéo

Os pontos criticos dessa funcdo foram determinados anteriormente, no Exemplo 2.3. Tais
pontos criticos séo (0,2), (2,0) e (—2,0). Para classificar esses pontos, fazemos uso do

hessiano da funcdo. Assim, as seguintes derivadas parciais para tal funcédo sao:

2 2
Py, PL_y

dx2 dy?

02 9?2
_f=4, _f=4
dxdy dyox

Com isso, tem-se 0 seguinte hessiano:

4y 4
Hay) =, °f

Para o qual se tem, ent&o:
H(x,y) = 16y — 16x?
Agora, pode-se fazer a analise:

I.  paraoponto (0,2), H(0,2) = 16(2) — 16(0)? = 32. Ou seja, encontrou-

se que H(0,2) > 0. Para completar a andlise desse ponto, precisamos

2
agora checar % £(0,2). Como essa derivada parcial é igual a 8, tem-se
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ax?

que H(0,2) > 0 e — f(0,2) > 0, entdo, o ponto (0,2) é um ponto de

minimo local de f;

. para o ponto (2,0), H(2,0)=16(0)—16(2)> = —64. Ou seja,
encontrou-se que H(2,0) < 0. Entdo, o ponto (2,0) é um ponto de sela de
f

1. para o ponto (—2,0), H(—2,0) = 16(0) — 16(—2)? = —64. Ou sgja,
novamente encontrou-se que H(—2,0) < 0. Entdo, o ponto (—2,0)

também é um ponto de sela de f.

Finaliza-se, assim, a analise desses pontos. A Figura 3.10 apresenta a funcdo em sua

forma gréfica.

Figura 3.10 - Dois angulos de visdo da funcéo z = f(x,y) = 2x%y + 2y%? — 8y

Fonte: Elaborada pelo autor.



Exemplo 2.6: Mostre que a funcdo f(x,y) = 2x% +xy +y? + ; + % +4 tem um

minimo local no ponto (1,1).

Solucéo

Inicialmente, deve-se provar que 0 ponto em questdo € um ponto critico. Para isso,
precisa-se avaliar as derivadas parciais de 1% ordem da funcéo:

Of oy S
ox YT

of .. 3
gy YTy

ComoZ—ﬁ(l,l) =4+1-5 =Oeg—£(1,1) =2+1-3=0,entdo o ponto (1,1) é um

ponto critico dessa fungéo. Agora, devemos avaliar o hessiano. Para tal, é preciso avaliar

as derivadas parciais de segunda ordem:

2 2 2 2
B4 10 B _, 6 g 9

dx2 x3 ayz y3 axdy dydx

Com isso, tem-se 0 seguinte hessiano:

Resolvendo esse determinante, vocé encontra;
10 6
H(X,Y) = (4+F)(2 +?) -1

Agora, vocé deve analisar esse determinante. Para o ponto dado, (1,1), tem-se H(1,1) =
(4+10)(2+6) —1=111. Ouseja, H(1,1) > 0. Apenas esse resultado ndo basta para

r

chegar a alguma conclusdo; é preciso checar a derivada parcial de segunda ordem e

para esse ponto:



2

d 10
ﬁf(1,1)=4+T= 14

2
Como H(1,1) >0 e %f(l,l) > 0, entdo o ponto (1,1) é realmente um ponto de

minimo da funcéo f.

ATIVIDADE

2) Os conceitos de derivadas parciais sdo muito Uteis para a verificacdo de pontos
extremantes de funcbes. Buscando praticar essa aplicacdo de derivadas, analise a
funcéo e as alternativas dadas a seguir, assinalando a correta.

f(x,y) =3x% — 2x3 = 3y% + 6xy
a) O ponto (0,2) é um ponto critico dessa funcéo f.
b) O ponto (0,0) é um ponto de sela para essa funcéo.
c) A funcéo f apresentard quatro pontos criticos: (0,0), (0,2), (2,0) e (2,2).
d) O ponto (0,0) é um ponto de minimo para essa funcéo.

e) O ponto (2,2) é um ponto de minimo para essa funcéo.
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TEOREMA DE WEIERSTRASS

Nos estudos de méximos e minimos de func@es, vocé ird se deparar com um teorema
muito Util e importante: o Teorema de Weierstrass ou Teorema do Valor Extremo.
Segundo Stewart (2017), sendo f uma funcdo de uma Unica variavel, o Teorema de
Weierstrass diz que, sendo essa funcdo f continua em um intervalo fechado [a, b], entdo

essa funcédo f apresentard um valor de maximo absoluto e um valor de minimo absoluto.

No entanto, ndo é exatamente o caso de fun¢des com uma Unica variavel que nos interessa.
Entdo, veremos o caso de fun¢bes com duas variaveis, que é nosso objetivo. Considere,
entdo, a funcdo f:A c R? > Re z = f(x,y), a qual é continua no conjunto fechado e
limitado A. Ent&o, de acordo com Flemming e Gongalves (2005), existem P;, P, € A tais
que, para qualquer P € A, tem-se f(P;) < f(P) < f(P,).

A prova desse Teorema de Weierstrass ndo sera feita no presente material. Para encontrar

a prova, vocé pode buscar materiais de analise matematica.

Esse Teorema é de grande importancia, principalmente para a resolucdo de problemas
praticos, nos quais é necessario que 0s pontos extremos estejam localizados na fronteira
de um conjunto: tal Teorema garante a existéncia de um ponto de maximo e de um ponto
de minimo para uma funcdo que seja continua e com dominio fechado e limitado.

Vejamos alguns exemplos que aplicam esse Teorema.

Exemplo 3.1: Seja a fungdo f(x,y) = 2x% + 2y? — 4x — 4y. Determine o valor
maximo e o valor minimo dessa fungdo no conjunto B, delimitado pelo triangulo MNP
da Figura 3.11.



Figura 3.11 - Triangulo MNP

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 174).

Solucéo

O Teorema de Weierstrass garante que existem P;, P, € A tais que se tem f(P,) <
f(P) < f(P,) para qualquer P € A. Precisamos, entdo, analisar todos os pontos de B, ou
seja, devemos buscar P; e P, que sejam 0s pontos de maximo e minimo de f no conjunto
B.

Facamos uma analise dos pontos pertencentes a B entd. Inicialmente, é util verificar a

existéncia de pontos criticos dentro desse conjunto. Entéo:

of _ 4 4 _ _
£—4x 4=4(x—-1)

or

oy = W-4=40-1

Agora, deve-se resolver o sistema:

4x—1)=0
{4@—1):0

Esse sistema é de simples resolucéo: de forma direta, pode-se encontrar que x =y = 1.

Entdo, o unico ponto critico dessa funcédo € (1,1), o qual se encontra dentro do conjunto
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B. Agora, para identificar qual o tipo de ponto, devemos avaliar o hessiano. Para tal, é
preciso avaliar as derivadas parciais de segunda ordem:

Pr_, P, Pf_g %4 _
axz ay2 axdy dydx

Com isso, tem-se 0 seguinte hessiano:

4 0
H(x,y) = 0 4

Resolvendo esse determinante, vocé encontra H(x,y) = 16, ou seja, H(1,1) > 0. Como

2 2
a derivada parcial de segunda ordem a_,; (1,1) = 4,tem-se H(1,1) > 0¢e a—f(l,l) >0,

dIx dx2

acarretando que o ponto (1,1) € um ponto de minimo local da funcéo f.

Agora precisamos analisar a regido fronteirica de B. Para tal, convém separar triangulo

em trés segmentos: MN, NP e PM. Assim:

I. o segmento PM é definido pela equagdo y + x = 2 ou y = 2 — x. Analisando,

entdo, os valores de f contidos nesse segmento, tem-se:
f(x,2—x)=2x>+2Q2 —x)? —4x —4(2 — x)
=2x2+2x*—-8x+8—4x — 8+ 4x = 4x* — 8x

Agora, é preciso realizar a anélise de maximos e minimos de funcfes de uma tnica
variavel para g(x) = 4x2 — 8x. Sendo g'(x) =8x —8, 0 ponto x =1 é um
ponto critico de g. Note que g(1) = —4. Como essa fungdo esté limitada para
x=0ex = 2,emquetem-se g(0) = 0e g(2) = 0, entdo, x = 1 é um ponto de

minimo em [0,2] e x = 0 e x = 2 sdo pontos de maximo em [0,2];

Il.  osegmento MN é definido por apresentar y = 0. Analisando, entéo, os valores de

f contidos nesse segmento, tem-se:
f(x,0) = 2x% + 2(0)? — 4x — 4(0)

= 2x% — 4x
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Analogamente ao que foi feito para o segmento PM, é preciso realizar a anélise
de maximos e minimos para h(x) = 2x? — 4x. Novamente, 0 ponto x = 1 é um
ponto critico, para o qual se tem h(1) = —2. Como essa funcéo esta limitada para
x=0ex=2,em que tem-se h(0) = h(2) = 0, entdo, x =1 é um ponto de

minimo em [0,2] e x = 0 e x = 2 sdo pontos de maximo em [0,2];

I1l.  osegmento NP é definido por apresentar x = 0. Analisando, entéo, os valores de

f contidos nesse segmento, tem-se:
f(O,y)=2(0)*+2y ?-4(0)—4y
=2y* — 4y

Analogamente ao que foi feito para o segmento PM, é preciso realizar a anélise
de maximos e minimos para i(y) = 2y? — 4y. O ponto y = 1 é um ponto critico,
para o qual se tem i(1) = —2. Como essa fungdo esta limitadaparay = 0ey =
2, em que tem-se i(0) = i(2) = 0, entdo, y = 1 é um ponto de minimo em [0,2]

ey = 0ey = 2sao pontos de maximo em [0,2].

Pode-se, entdo, compilar todos os resultados obtidos dessa analise em uma tabela:

Ponto Localizacdo Imagem do ponto

(0,0) | Fronteirade B 0

(0,1) | Fronteirade B -2

(0,2) [ Fronteirade B 0

(1,1) [ Fronteirade B -4

(1,0) | Fronteirade B -2

(2,0) | Fronteirade B 0

Tabela 3.1 - Dados da anélise da fun¢do em B

Fonte: Elaborada pelo autor.



Logo, nota-se que 0 méximo dessa funcao f(x,y) em B serda 0 e 0 minimo seré -4.

FIQUE POR DENTRO

Um dos grandes focos que se tem para a aplicacdo de anélise de maximos e minimos de
funces reside na otimizagédo de processos. Em teoria, todo processo ou fenébmeno pode
ser traduzido em linguagem matematica na forma de uma funcdo conhecida como
modelo, via uma técnica conhecida como modelagem. Por exemplo, uma féabrica de
produtos quimicos cujos processos estejam bem modelados é capaz de identificar e
melhorar pontos do processo, via analise matematica do modelo. Logo, a anélise de
méaximos e minimos de func¢des, principalmente em conjuntos fechados, é extremamente
importante, sendo o profissional que domina essa habilidade mais requisitado pelo

mercado atualmente.

Saiba mais acessando o link: <https://novida.com.br/blog/otimizacao-de-processos-

industriais/>. Acesso em: 29 abr. 2019.


https://novida.com.br/blog/otimizacao-de-processos-industriais/
https://novida.com.br/blog/otimizacao-de-processos-industriais/

ATIVIDADE

3) O Teorema de Weierstrass € muito Gtil para a analise de maximos e minimos de
funcles, até porque diversos casos praticos exigem a analise de uma fungdo em um
conjunto fechado. Visando fixar os conceitos e a aplicacdo desse teorema e
considerando a funcdo e o conjunto retangular D dados, analise as alternativas a seguir
e assinale a correta.
fl,y)=x>—4xy+8y D={(xy)ER?)|0<x<30<y<2}

a) A funcdo dada ndo apresentara nenhum ponto extremante no conjunto delimitado.
b) O méaximo de f em D ocorre no ponto (0,2), em que se tem f(0,2) = 16.

c) Essa funcdo apresenta um ponto critico, mas este se encontra fora de D.

d) O méaximo de f na fronteira de D ocorrera no ponto (3,2).

e) O minimo de f na fronteira de D ocorrera no ponto (2,2).



APLICACAO DOS MAXIMOS E MINIMOS DE UMA FUNCAO

Maximizar ou minimizar funcdes € um tipo de atividade corriqueira em varias areas,
fazendo com que aplicagOes dos conceitos abordados nesta unidade sejam amplamente
empregados em diversas areas da ciéncia. Problemas geomeétricos, fisicos, quimicos,
industriais, econdémicos e de planejamento sao apenas alguns exemplos simples de uso da
maximizacao e minimizacao de funcdes. Logo, nesta secdo faremos uma breve introducéo

as aplicacOes praticas do que foi discutido até 0 momento.

Maximos e minimos condicionados

De forma geral, quando se deseja avaliar o maximo de uma fungéo f, a operagéo pode
ser representada como max f. De forma analoga, quando se deseja buscar o minimo de
uma funcéo f, representa-se por min f. A busca desses maximos e minimos de uma
funcdo é um processo conhecido como otimizacédo de funcdes, no qual a funcdo sendo
maximizada ou minimizada € chamada funcao objetivo. Essa abordagem de anélise de
funcBes leva a uma otimizacao irrestrita, para a qual basta aplicar as metodologias vistas
até o momento, sendo este resultado conhecido como maximo ou minimo livre
(FLEMMING; GONCALVES, 2005).

No entanto Flemming e Gongalves (2005) destacam que esse procedimento de otimizagao
irrestrita ndo € algo muito comum na prética. Vocé ira notar que casos reais de otimizagao
apresentardo algum tipo de restricdo, ou seja, nem todos 0s maximos e minimos

encontrados para uma funcao que represente algo real sdo praticaveis.

Por exemplo, considere que vocé trabalhe em uma empresa e deseja prever qual sera o
méaximo lucro que ela pode obter com a venda de dois produtos diferentes. Sendo x e y a
quantidade de vendas desses produtos, vocé pode propor uma funcdo lucro na forma
L(x,y), de modo que seu problema se reduz a avaliar max L. No entanto, vocé sabe que
a quantidade de vendas esta fadada a ser algo maior ou igual a zero, ou seja, ou vocé
vende alguma quantidade, ou vocé ndo vende nada. Logo, vocé devera buscar max L,

sujeito a condicdo de x,y = 0.



Quando se tem alguma condicao restritiva ou algum vinculo para a otimizacdo de uma

funcdo, Flemming e Gongalves (2005) dizem que se tem um problema de otimizagdo
restrita. Simbolicamente, as restricdes ou vinculos de uma otimizagdo restrita sdo
indicadas pelo simbolo s.a.. Assim, voltando ao exemplo dado acima sobre a
maximizagdo do lucro, vocé pode representar como maxL,s.a.x,y = 0. Essa
abordagem de otimizacdo restrita leva a um ponto de maximo ou minimo condicionado.
Na Figura 3.12 tem-se a exemplificacdo grafica da um maximo condicionado do problema

de otimizacdo max f(x,y) =4 —x?> —y?,s.a.x +y = 2.

Maximo livre

Maximo
condicionado

v

X

Figura 3.12 - Diferenca entre 0 méximo livre e 0 maximo condicionado de uma funcao

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 182).

Exemplo 4.1: Considere a caixa apresentada na Figura 3.13. Quais dimensfes deve
apresentar essa caixa retangular sem a tampa para que seu volume seja 32 m3 e sua area

superficial seja a menor possivel?



Figura 3.13 - Caixa retangular

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 175).

Solucéo

Da geometria basica, sabe-se que o volume dessa caixa pode ser calculado como V = xyz
e sua area de superficie serd S = 2xz + 2yz + xy. Logo, esse problema consiste em
minimizar a funcdo S, sabendo que xyz = 32 e que x, y e z devem ser ndo nulos.

Simbolicamente:

minS =2xz+2yz+xy,s.a.xyz=32ex,y,z>0
Usando a restricdo dada para o volume, pode-se isolar a variavel z, fazendo com que S
seja representada como uma funcéao de duas variaveis:

_ 32 32 32 64 64

S=2x—+2y—+xy=—+—+
z - xxy yxy xy 5 T xy

=5
Com essa restricdo modificada, nosso problema se reduz agora a:

) 64 64
min S =7+7+xy,s.a.x,y,z >0



Agora, basta encontrar o ponto de minimo para a funcdo. Assim:

ax  «x2 Y dy 2

Resolvendo o seguinte sistema:

. . ~ 64 . ~
Da primeira equagdo, encontra-se que y = —. Assim, reescrevendo a segunda equagdo,

vocé encontrard:

64 0 64x — x* 0
— — - _ =
6412 64
(%)
x(64—x3)=0

Tem-se, entdo, que x = 0 ou x = 4. Devido a restricdo, o Unico desses valores de x que
pode ser usado é x = 4. Entdo, tem-se que y = 4. Logo, o0 ponto (4,4) é um ponto critico
que pode ser utilizado. Para verificar se esse ponto é realmente um ponto de minimo,
avalia-se o hessiano.

9%f _ 128
axz  x3

o°f _ 9°f _ 128 2°r _
9x2 (4ﬁ4) - 2 ayz - y3 - ayz (4!4) - 2

2 2
f _ 4 °f _ 4

oxdy o dyox
_12 1 _,_4_
H@A) = || 2|_4 1=3

2
ComoH(4,4) >0¢e %f(4,4) > 0, o ponto (4,4) é realmente um ponto de minimo local
da funcéo S. Entdo, as dimensdes que a caixa deve apresentar para satisfazer as condi¢cdes

determinadas so:

32 32
x=4m y=4m z=—=—=2m
xy 4-4
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Metodo dos multiplicadores de Lagrange

Infelizmente, nem todos os problemas de maximos e minimos condicionados sdo tdo
simples de serem resolvidos quanto 0 mostrado no Exemplo 4.1. Um método que permite
a resolucdo desse tipo de problema de forma mais geral € o método dos multiplicadores
de Lagrange. Ao aplicar esse método em um problema de otimizacdo restrita que
apresente n variaveis e m restricdes de igualdade, o problema pode ser resolvido como
um caso de otimizagdo irrestrita de n + m varidveis (FLEMMING; GONCALVES,
2005).

Por exemplo, considere o problema max f(x,y),s.a.g(x,y) = 0. Das propriedades do
vetor gradiente, Flemming e Gongalves (2005) dizem que é possivel ter uma visao grafica
do método dos multiplicadores de Lagrange, permitindo a determinacdo dos pontos de
minimo e maximo condicionados de f. Esse método consiste em desenhar o gréfico de
g(x,y) = 0 e varias curvas de nivel da funcdo objetivo, ou seja, f(x,y) = k, observando
seu comportamento crescente da constante k. Entdo, o valor méximo de f(x,y) ir&
coincidir com a maior constante k tal que a curva de nivel intercepte a curvade g(x,y) =
0. Esse evento ocorre em um ponto P,, no qual ambas curvas tém a mesma reta tangente

t, como mostra a Figura 3.14.

>
-
o

flxy) = k

/ N\ x

glxy) =0

Figura 3.14 - Método dos multiplicadores de Lagrange para f(x,y),s.a.g(x,y) =0

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 183).
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De acordo com Flemming e Gongalves (2005), essa representacdo geométrica leva a
seguinte proposicao: considere a fungdo f(x,y), diferencidvel em um conjunto aberto A,
e funcdo g(x,y), cujas derivadas parciais sejam continuas em A, de tal forma que
Vg(x,y) # (0,0),V (x,¥) € B,noqual B = {(x,y) € A|g(x,y) = 0}. Para que o ponto
(x0,Y0) € B sejaum ponto extremante local da fungdo f em B, uma condi¢do necessaria

é que, para um A real:

Vf(x0,¥0) = AVg(x0,¥0) 1)

A demonstracao dessa proposicdo ndo sera feita, pois ndo condiz com o objetivo desse
material. No entanto, dado o que foi proposto no paréagrafo acima, Flemming e Gongalves
(2005) dizem que os pontos extremantes condicionados da funcdo f deverdo satisfazer as
seguintes equacdes para um A real:

af ag af dy

a:/‘{a azl‘{a g(X,Y):O (2)

O numero A real que satisfaca as equacdes de (2) é chamado multiplicador de Lagrange.

Logo, esse método consiste basicamente em encontrar a seguinte fungdo de trés variaveis:

L(x,y,/l)=f(x,y)—lg(x,y) (3)

enquanto se observa o fato de que as trés equacdes de (2) simplesmente equivalema VL =

0, ou simplesmente

oL oL L
w0 =0 770 @)

Flemming e Gongalves (2005) atentam para o fato de que deve-se tomar cuidado por esse
método simplesmente ajudar a identificar os potenciais pontos extremantes da funcao
dadas as restricdes. A classificagdo desses pontos devera ser feita por outra forma.

Vejamos um exemplo que 0s mesmos autores apresentam sobre o método.
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Exemplo 4.2: Um galpdo retangular devera ser construido em um terreno de forma
triangular, como mostra a Figura 3.15. Encontre a &rea maxima que esse galpdo podera

apresentar.

10m

20m

Figura 3.15 - Terreno triangular e galpdo a serem construidos e sua representacdo no plano

cartesiano

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2005, p. 184).

Solucéo

A representacgdo cartesiana do terreno facilita a manipulacdo matematica para a resolucéo
desse problema. Da Figura 3.15, pode-se concluir que a &rea do galpdo serd A(x,y) = x -
y, assim como o ponto P, que é uma das quinas do retangulo, devera se encontrar sobre

areta x + 2y = 20. Formulado isso, tem-se o seguinte problema a ser resolvido:
max A =xy,s.a.x+y =20

Para aplicar o método do multiplicador de Lagrange, deve-se reescrever a restricdo desse
problema, igualando-a a zero. Assim, a restricdo serd x + 2y — 20 = 0. Logo, a funcéo

lagrangeana sera:
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L(x,y,A1) =xy — A(x + 2y — 20)

Da equacao (4), nota-se que € preciso avaliar as derivadas parciais da funcéo lagrangeana.

Entdo:
oL oL oL
==y—4 a—x—ZA 5}——@+2y—ﬂD

Como essas trés derivadas devem ser iguais a zero, encontra-se o seguinte sistema:

y—21=0
x—21=0
20—mx—y=0

Resolvendo esse sistema, vocé deve encontrar que x = 10, y =5 e A = 5. Note que o
valor encontrado para A simplesmente serve para a resolucao da funcéo lagrangeana, néo

sendo efetivamente importante para a solucado final do problema.

Com as dimensdes que foram encontradas por esse método, a area do galpéo devera ser
A= (10m) - (5m) = 50 m2. Veja que o método que utilizamos aqui para a resolugio
do problema néo classifica o ponto (10,5) que encontramos. No entanto, vocé pode
verificar de forma relativamente simples, com alguns poucos testes, se necessario, que o

valor encontrado é um méximo para essa funcdo.

Existem ainda outras maneiras de avaliar mdximos e minimos condicionados. No entanto,
dada a vasta quantidade de técnicas disponiveis para tais procedimentos, existe uma area
da ciéncia que se dedica exclusivamente aos estudos de problemas deste tipo — a area de
otimizagdo. Como o foco do presente material reside no estudo do Célculo, outras técnicas

de otimizacdo ndo serdo aqui discutidas.



ATIVIDADE

4) Uma empresa de entregas aceita apenas caixas cuja soma do comprimento mais
perimetro ndo exceda 405 cm, conforme ilustra a figura a seguir. Assinale a alternativa

correta.

Perimetro = 2y + 2z

Comprimento

Figura 3.16 - Dimensdes da caixa
Fonte: Adaptado de Thomas Junior (2016, p. 856).

a) As dimensdes que maximizam o volume dessa caixa sdo x = 105cmey =z =
75 cm.

b) O volume méximo de uma caixa que essa transportadora aceita é de
aproximadamente 615,1 L.

c) O volume méaximo de uma caixa que essa transportadora aceita é
aproximadamente 307,5 L.

d) As que maximizam o volume dessa caixa sdo x =y = z = 81 cm.

Portanto, as dimensdes que maximizam o volume da caixa sdo x = 135 cm

ey =2z=675cm.

e) O volume méaximo de uma caixa que essa transportadora aceita é

aproximadamente 531,4 L.
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UNIDADE IV

Integrais multiplas

Renam Luis Acorsi



Introducéo

Finalizando o assunto de Célculo 2, caro(a) aluno(a), chegou 0 momento de aprender como
lidar com problemas de integrais de funcdes de mais de uma varidvel. Vocé vera que, apesar de
aparentar ser uma teoria extremamente complexa, a pratica dessas integrais ndo é muito mais
complexa que aquela vista nas integrais de funcdes de uma Unica varidvel. Sendo assim, a
presente Unidade se inicia com a descri¢do do problema das integrais duplas. Sera feita uma
analogia com o desenvolvimento da integral de funcGes de Unica variavel, para depois levar o
assunto para integrais triplas. Além disso, como as regides de integracdo podem ser realmente

complexas, as mudancas de varidveis tipicas para o assunto também serdo apresentadas.

&Hu SSYAR e ‘1«:. Vv.
) e pmt w.;\t—-l?) Frnd

&4 90’62 ) B Q"" 9 -sih 30 ?

/ ,g:%ﬁ_’\ bﬁ 7 r%\ﬁ_\ : NG
3‘2.:“ : LA? sinp C,L/p)\ >< N

o = F(»m s "A‘;*“a:fw ’

()-va. (8 Sl=Ct “’"m C i 4\{2 = Jr-/'_~ é’/é'

L

'mw P DA T SO

Q‘L *"’ "’%/:g §\,\m(a\)‘t.»‘)lkc +

Y

)a‘ \v
\;"‘;:

Fonte: Denis Ismagilov / 123RF.
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INTEGRAIS DUPLAS

Agora, € 0 momento de expandirmos 0s conceitos de integrais de fun¢Ges de uma Unica
variavel para o caso de fun¢bes com duas variaveis. O primeiro conceito a ser trabalhado
sera o de integral dupla, que pode ser entendido como uma extensdo natural das integrais
de funcdes de uma Unica variavel para casos de funcdes com duas variaveis. E necessario
adiantar que este topico pode apresentar algumas demonstracGes de conceitos muito
complexas, fugindo do foco deste material, o qual é a compreensdo e a aplicacdo dos
conceitos. Assim, caro(a) aluno(a), caso vocé deseje verificar algumas destas provas

eventualmente omitidas, é recomendavel buscar livros de Analise Matematica.

Integrais duplas sobre retéangulos
Stewart (2017b) retoma que um dos primeiros métodos apresentados ao se iniciar 0s
estudos de integrais é aquele no qual, para se calcular a area sob a curva, faz-se o uso de
diversos retangulos. Um procedimento semelhante também pode ser utilizado para o caso

de integrais de fungdes com duas variaveis.

Para facilitar a compreensao do assunto, o referido tedrico sugere que, antes de iniciarmos
0s Nnossos estudos de integrais duplas, revisemos rapidamente o conceito de integrais
definidas para uma fungdo de uma variavel. Seja, entdo, uma funcdo f(x) definida no
intervalo fechado [a, b], para o qual a < x < b. Se vocé substituir esse intervalo [a, b]
em n subintervalos [x;_4, x;], todos com um mesmo comprimento 4x = (b — a)/n, e
escolher pontos de amostragem x; em cada um desses intervalos, vocé pode formar a

soma de Riemann:

n

PIIERE: @

i=1
Agora, se vocé criar infinitos subintervalos, ou seja, tomando-se o limite quando n — oo,

vocé tem a integral definida de f(x) no intervalo [a, b]:

b n
f(x)dx = lim f(x)Ax (2)
f n—co ;

a
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Assim, no caso especial em que f(x) = 0, Stewart (2017b) indica que a soma de Riemann
pode simplesmente ser interpretada como a soma dos infinitos retangulos aproximadores

sob a curva, delimitada por valores de x que véo de a até b, como mostra a Figura 4.1.

I

I

X3 Xi—1

|

P
>
-y

R

Figura 4.1 - Representacéo grafica da soma de Riemann para avaliar uma integral definida

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 874).

Esse mesmo pensamento pode ser expandido para o caso de uma funcgdo de duas variaveis,
segundo Thomas Jr (2016), visto que retangulos sdo uma das mais simples construcoes
planares para manipulagdo matematica. Sendo assim, considere uma funcdo z = f(x,y),
a qual é definida em uma regido retangular R = [a, b] X [c,d] = {(x,y) ER? |a < x <
b,c <y < d}. A fim de simplificar a compreensao, Stewart (2017b) ainda diz para se
considerar z = 0, pois, assim, tem-se a formacdo de um sélido S, delimitado pela base
retangular R e por f(x,y), representado por S={(x,y,z2) ER3|0<z<

f(x,v),(x,y) € R%}. A Figura 4.2 evidencia a representacéo grafica desse sdlido S.



Figura 4.2 - Sélido S formado por uma base retangular R e o gréafico de z

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 874).

Portanto, Thomas Jr. (2016) e Stewart (2017b) indicam que o objetivo para se determinar
uma integral dupla simplesmente sera avaliar o volume desse solido S. Entretanto como
se pode realizar tal tarefa? Basicamente, da mesma forma descrita anteriormente para a
definicdo de integral definida de uma funcéo de Unica variavel, ainda de acordo com
Thomas Jr. (2016) e Stewart (2017b). Logo, a primeira coisa a ser feita € subdividir o
retdngulo R em outros retangulos menores, da seguinte forma: o intervalo [a, b] pode ser
dividido em m subintervalos [x;_4,x;], todos com um mesmo comprimento Ax =
(b —a)/m, e o intervalo [c,d] pode ser dividido em n subintervalos [yj_l,yj], todos
com um mesmo comprimento Ay = (b — a)/n. Com isso, 0 retangulo R apresentara
diversos retangulos menores de area 44 = AxAy, sendo esses retdngulos menores

representados por

Rij = [xicn, x] X [,y = {(x,y) € R? | x5,y < x < x,9j1 <y <y}

A Figura 4.3 representa essa diviséo do retangulo R.
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Figura 4.3 - Divisao do retangulo R em diversos retangulos R;;

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 875).

Mantendo a semelhanca do que foi feito no caso da integracéo de fungbes de uma Unica

variavel, vocé deve escolher, agora, pontos aleatdrios dentro dos retangulos R;;, sendo

esses pontos chamados de pontos de amostragem (x{‘j, yi*j), segundo Stewart (2017b).
Na Figura 4.3, os pontos de amostragem estdo representados como pequenos pontos
dentro de cada retangulo. A escolha desses pontos permitira que vocé aproxime a regido

do sdlido S que se encontra acima de cada retangulos R;; com um pequeno bloco
retangular de base 44 e altura f(x{‘j,y{}), ou seja, um pequeno bloco retangular de
volume V;; = 4A - f(x{‘j,yi*j). Logo, ao avaliar os volumes de cada um dos retangulos

R;; obtidos e somar todos esses volumes V;;, vocé encontrara uma aproximagao para o

]
volume V de S, ou seja:

V=i Zn: AA - f(xi3,53) (3)

i=1 j=1

A Figura 4.4 mostra um desses retangulos R;;, sendo ele comparado a curva de f(x,y),

jl
assim como também se vé todos 0s blocos retangulares usados para aproximar o volume
de S.



Figura 4.4 - a) Bloco retangular de base A4 e altura f(xlf“j,yl-*j) e b) todos os blocos

retangulares gerados para estimar o volume do solido S

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 875).

Como fica evidente pela analise da Figura 4.4 b), apenas alguns blocos retangulares,
certamente, ndo irdo gerar uma aproximacao tdo boa do sélido S. Uma forma que existe
e permite melhorar essa aproximacao, segundo Stewart (2017b), € utilizar o maximo de

blocos retangulares possiveis, ou seja:

m n

V= lim > a4 f(xivi) @
=1 j=1

Como esse limite apresentado em (4) é muito recorrente, inclusive para situagcdes em que
f(x,y) ndo é positiva, assim como quando ndo se esta exatamente calculando o volume

de um sdlido, convém empregar a seguinte definigéo:

Definicao 1: A integral dupla de uma funcgéo f(x,y), em um espaco retangular R, é

definida como

[ ] ey Y sGiee o
R ' i=1 Jj=1

Se o limite acima existir.
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Flemming e Gongalves (2005) apresentam algumas consideracdes a respeito do que foi

comentado até aqui:

i.  Avregido retangular R é chamada de regido de integragao.
ii. A Equagcdo (3) é chamada de soma de Riemann de z = f(x, y) sobre a regido de
integracdo R.
iii. O limite proposto em (5) independe da forma pela qual R foi subdividida e dos

pontos de amostragem.

Stewart (2017b) ainda relata que o significado preciso do limite apresentado em (5) é que,

para qualquer € > 0, existira um nudmero inteiro N, tal que:

‘ [ ] fonaa-y S flegi)a| <e ©)
R =1 j=1

Note que (6) é valida para todos os inteiros m e n maiores que N e para qualquer ponto

de amostragem em R;;.

Outro ponto destacado por Stewart (2017b) é relacionado a escolha dos pontos de
amostragem. Os pontos x;; e y;; podem ser escolhidos em qualquer local dentro dos
limites de R;;, mas, caso sejam escolhidos apenas os pontos do canto superior de R;;, ou

seja, x; e y;, de acordo com a Figura 4.3, a equacéo (5) se reduz a

f(xi, y)AA (7)

| jR f(x,y>dA=m{;;@wi

=1 j=1

Dito isso, uma funcdo f(x,y) sera considerada integravel se o limite proposto em (5)
existir. De uma forma mais geral, cursos avancados de calculo mostram que todas as
fungdes continuas sdo integraveis (STEWART, 2017b).

Exemplo 1.1: Estime o volume do sélido que se encontra acima da regido R = [0,2] X

[0,2] e abaixo do paraboloide definido pela funcdo z = 9 — 2x? — y2. Para isso, divida



R em quatro regifes iguais e escolha os pontos de amostragem nos cantos superiores

direitos de cada quadrado R;;.
Solucéo

Na Figura 4.5, tem-se uma representacdo de R no plano cartesiano, destacando-se também

0s quatro pontos de amostragem pedidos no enunciado.

(L, 2)
2 (2,2)
R, Ry,
1 2,1
(L1 &b
Rll Rﬂl
0 1 2 x

Figura 4.5 - Representacdo de R = [0,2] x [0,2] e dos pontos de amostragem

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 877).

Analisando a Figura 4.5, percebe-se que a area de cada quadrado R;; sera AA = AxAy =
1-1 = 1. Como R foi dividida em quatro regides iguais, tem-se também que m = n =
2. Basta, entdo, aplicar a equagéo (3), pois o volume de um sélido pode ser aproximado

por uma soma de Riemann:

V=zz: Zz: AA - f(x, 1)

i=1  j=1
= f(1,1)-AA+ f(2,1) - AA + F(1,2) - AA + F(2,2) - AA
=f(LD-1+f21D -1+f(1,2)-1+f(22)- 1
=(9-2-12-1)4+(9-2-22—-12) +(9—2-12-22) + (9 —2- 22 — 22)
=6+0+3+(-3)=6
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Veja que, conforme vocé aumenta a quantidade de quadrados para calcular esse volume,
o resultado ira se alterando. Por exemplo, se vocé repetir o procedimento dividindo R em
oito regides iguais, 0 que resulta em 16 pontos, vocé devera encontrar V = 13,5; ja com
0 uso de dezesseis regides iguais, 0 que resulta em 64 pontos, vocé devera encontrar V =
16,875; finalmente, com a divisdo de R em 32 regides iguais, resultando em 256 pontos,
voceé encontrard V = 18,4688. Caso aumente ainda mais a divisao da regido R, mais vocé

se aproximara do valor real desse volume, que é igual a 20.

Propriedades das integrais duplas
Leithold (1994) e Flemming e Gongalves (2005) apresentam algumas propriedades Uteis
para o trabalho com integrais duplas. Antes de analisarmos essas propriedades, € preciso
considerar que a fronteira da regido de integracdo R serd formada por uma quantidade
finita de arcos com curvas suaves, assim como as funcées f(x,y) e g(x, y) sdo continuas

em R. Com isso, garante-se que as integrais duplas, apresentadas a seguir, existem.

Vejamos, entdo, essas propriedades das integrais duplas apresentadas por Leithold (1994)

e Flemming e Gongalves (2005):

i. A multiplica¢do por uma constante: se a fungéo f (x, y) for diferenciavel em uma

regido fechada R, entdo a funcdo k - f também serd integravel em R e

| f ke fGyaa =k [ j fx,y)dA

ii. A soma de funces: se as fungdes f (x,y) e g(x,y) forem diferenciaveis em uma

regido fechada R, entdo a funcéo f + g também sera integravel em R e

I ey +gxyldA=[ [ flxy)dAd+

I, gt yda

iii.  Seasfungdes f(x,y) e g(x,y) forem diferenciaveis em uma regido fechada R, e,

paratodo (x,y) € R, f(x,y) = g(x,y), entdo:

| f feaaz | j 9, y)dA



g

iv.  Sea fungdo f(x,y) for diferenciavel em uma regido fechada R e m e n forem
nameros reais, tal que m < f(x,y) < n para todo (x,y) € R, entdo, sendo 4 a

area da regido R, tem-se que:

mA < j -[R f(x,y)dA <nA

v. De forma semelhante a propriedade iv, se, para todo (x,y) € R tem-se que
f(x,y) = 0, entéo

f fR flx,y)dA =0

vi. Se a regido R for composta por duas outras regides, R, e R,, as quais nao
apresentam pontos em comum, exceto talvez pelos pontos de sua fronteira, como

mostra a Figura 4.6, entdo

J L fGyda=[ [ fGydA+] [ f(uy)dA

aD

X

Figura 4.6 - Representacdo da regido R, composta pelas regides R; e R,

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 232).

A prova de todas essas propriedades é semelhante as provas realizadas para as
propriedades semelhantes das integrais de funcdes de uma Unica variavel. Entdo, as
provas das seis propriedades apresentadas anteriormente podem ser feitas simplesmente
com a defini¢do dada para integral dupla e com as propriedades de limite. Entdo, caro(a)



aluno(a), caso deseje praticar um pouco a analise matematica e relembrar os conceitos de

limite, um bom exercicio é provar as cinco propriedades listadas acima.

ATIVIDADES

1) Considere o solido delimitado acima da regido R = [0,4] x [0,4] e abaixo da curva
da fungdo z = /36 — x% — y2, Visando, entdo, a fixacdo pratica do calculo de

volume de sélidos, assinale a alternativa correta. Note que u = unidade de

comprimento geneérica.

Estime o volume do sélido que se encontra acima da regido R e abaixo do paraboloide

definido pela fungédo z. Para isso, divida R em quatro regides iguais e escolha os

pontos de amostragem nos cantos superiores direitos de cada quadrado R;;.

a)

b)

d)

Ao se dividir R nas duas regides iguais Ry; = [0,4] X [2,4] e Ry, = [2,4] X [4,4],
considerando os pontos de amostragem como aqueles no canto superior direito, 0
volume estimado do sélido sera 96 u?.

Ao se dividir R em oito regides iguais, dividindo o lado x em quatro e o lado y
em dois, considerando os pontos de amostragem como aqueles no centro de cada

R;;, 0 volume estimado do sélido sera aproximadamente 80,6 u?.

ij
Ao se dividir R em quatro regides iguais, considerando os pontos de amostragem

como aqueles no canto superior direito de cada R;;, 0 volume estimado do sélido

ijs
sera aproximadamente 79,0 u?.

Ao se dividir R em oito regides iguais, dividindo o lado x em quatro e o lado y
em dois, considerando os pontos de amostragem como aqueles no canto superior

direito de cada R;;, o volume estimado do sélido sera aproximadamente 81,1 u?.

ijo
Ao se dividir R em quatro regides iguais, considerando os pontos de amostragem

como aqueles no centro de cada R;;, 0 volume estimado do soOlido sera

jo
aproximadamente 61,2 u?.
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INTEGRAIS DUPLAS: CALCULOS E APLICACOES

Tendo em méaos 0s conceitos basicos de integral dupla e suas respectivas propriedades,
agora, devemos analisar o assunto dando um enfoque mais pratico. Até o0 momento, o
calculo das integrais duplas era feito de forma iterativa, 0 que se mostra uma tarefa
consideravelmente trabalhosa. Sera avaliada, entdo, a possibilidade de existir uma
maneira mais pratica de calcular a integral dupla de uma funcdo. Em seguida, as
aplicacdes desse conceito serdo brevemente discutidas e analisadas.

Célculo de integrais duplas
Thomas Jr. (2016) apresenta o seguinte problema: considere que se deseja calcular o
volume do solido limitado pela funcdo z = 4 — x — y e acima da regido retangular R =
[0,2] x [0,1] no plano xy. Esse problema pode ser resolvido utilizando-se o método das
secOes transversais, que considera se¢des perpendiculares ao eixo x. Entdo, sendo A(x) a

area de secdo transversal em x, o volume desse sélido sera

x=2
V= f A(x)dx (8)
x=0
Com esse método, para cada valor de x, essa area A(x) pode ser calculada pela seguinte
integral
y=1
Aw=[  G-x-ydy ©
y=0

Note que (8) nada mais é do que a area sob a curva de z no plano da secéo transversal em
x. Entdo, ao calcular A(x), x sera fixado e a integracdo seréa feita apenas em relagdo a y.
Combinando, entdo, as equacdo (8) e (9), percebe-se que o volume do sélido pode ser

avaliado como:

x=2 y=1 x=2 y2 y=1
V=j U (4—x—y)dyldx=J <4y—xy——> dx
x=0 y=0 x=0 2

_Jx=2 (7—2x>d _ (7=
= . > X = > =
.
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Ou seja, vimos que o volume do sélido pode ser avaliado pela seguinte equacéo:

V= fx=2 fy=1 (4 —x —y)dydx (10)

x=0 y=0
A expressao da direita em (10) é conhecida como integral repetida ou integral iterada.
Stewart (2017b) destaca que esse método foi realizado mantendo-se uma das variaveis
fixas, nesse caso, a variavel x, enquanto a funcéo era integrada para a outra variavel, nesse
caso, a variavel y, de uma forma muito semelhante aquela que foi vista para 0s processos
de derivacdo parcial. Assim, esse processo de integracdo também pode ser conhecido

como integracao parcial.

Perceba que vocé pode realizar esse processo fixando inicialmente a variavel y enquanto
a funcdo f(x,y) é integrada em relagdo a x. Assim, para o problema proposto no inicio

desta secdo, teriam-se duas equacbes semelhantes as equacdes (8) e (9):

y=1
V= f A)dy (11)
y=0
x=2
AQ) = f (4—x — y)dx (12)
x=0

Resolvendo, entdo, o problema com essa abordagem, pela combinagéo das equagdes (11)
e (12):

y=1 x=2 y=1 X2 x=2
sz U (4—x—y)dxldy=f <4x———xy> dy
y=0 x=0 y=0 2 x=0

y=1

=1

-| 62y = (ey -~y =5
y:

Note que o resultado encontrado aqui € igual aquele encontrado anteriormente. Esse
resultado é esperado, visto que a integral dupla simplesmente mede o volume de uma
mesma regido, segundo Thomas Jr. (2016). De fato, um teorema publicado em 1907 pelo
matematico italiano Guido Fubini expde que toda integral dupla de qualquer funcdo
continua em uma regido retangular pode ser calculada como uma integral iterada em

qualquer sequéncia de integrag&o:



Teorema 1 - O Teorema de Fubini na primeira forma: Seja uma fungéo f(x, y)
continua em um espaco retangular R = [a, b] X [c, d], entdo, suas integrais duplas

obedecem a seguinte relaco:

fCo,y)dA=V = r f(x,y)dxdy = [ f(x, y)dydx
R c a a c

A Figura 4.7 apresenta graficamente o desenvolvimento desse método. Em tal figura, a
area de secdo transversal, na qual se mantém uma variavel fixa enquanto a outra é usada

na integragdo, encontra-se destacada.

yv=1

x A{x)=/_'_0(4—x—y)d_v

Figura 4.7 - Areas de segdo transversal enquanto se mantém uma variavel fixa na

integracdo dupla

Fonte: Adaptada de Thomas Jr. (2016, p. 886, 887).
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Exemplo 2.1: Calcule a integral dupla da funcdo z = f(x,y) =9 —2x%2 —y?
apresentada no Exemplo 1.1 para a regido R = [0,2] x [0,2]. Em seguida, compare 0

resultado encontrado com aqueles mostrados no Exemplo 1.1.
Solucéo

Aplicando o Teorema de Fubini para a funcéo dada:

| fR £(x,y)dA = jyyoz j 02 £ G y)dxdy = fz jyzz £, y)dydx

X

Il
o

Escolhendo a primeira forma para resolver:

f fR f(x,y)dA = j::)z U;:Z (9 —2x2 — yz)dxl dy
[ (g o) o= [ (5o

y:
_ (ssy 2y3)y=2 ~ 20
3 3 =0

Note que, avaliando essa integral dupla de forma reversa, o mesmo resultado é

encontrado:
x=2 [ ry=2
[ [ rapaa=[ | o-2 —yZ)dy] dx
R x=0 |V y=0
x=2 y3 ¥=2] x=2 46 — 12x2
=f 9y — 2x2%y —— dy=J —|dx
x=0 3 y=0 x=0 3
~ (46x 4x3)" C
= 3 =
x=0

Veja que, ao usar apenas quatro regides para a aproximagdo, vocé encontrou 6 como
resultado da integral dupla. Aumentando a quantidade de regides utilizadas no célculo, o

resultado encontrado foi 16,875 para dezesseis regides e 18,4688 para 32 regides iguais.
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seja, conforme a quantidade de prismas retos usados no calculo aumentou, o resultado

se aproximou do valor tedrico, que é 20.

Pode-se expandir o que foi exposto até aqui. Note que nem sempre a regido na qual iremos

avaliar a integral dupla sera retangular. Assim, Flemming e Goncalves (2005) indicam

que pode ser que se tenha um dos seguintes tipos de regido para avaliar a integral dupla:

a. Tipo 1: tem-se que fi(x) <y < f>(x) e a < x < b, sendo as funcgdes f;(x) e
f-(x) continuas em [a, b].
b. Tipo 2: tem-se que g1(y) < x < g,(y) e ¢ <y < d, sendo as funcles g,(y) e

g2 () continuas em [c, d].

No caso de uma integral dupla do tipo 1, tem-se uma regido delimitada de acordo com o

que se vé na Figura 4.8.

K

B

—> y=5h(xX)

Figura 4.8 - Representacdo de uma regido do tipo 1

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 233).

Para tal situagdo, a integral dupla de uma funcdo f(x,y) sera calculada da seguinte

maneira;

j _IR fx,y)dA = L ’ jf lfz:) f(x,y)dydx (13)



Geometricamente, a integral interna de (13), ou seja

f2(x)
[T reoay (14)
f1(x)

pode ser interpretada como uma area de se¢do transversal perpendicular ao eixo x do

solido cujo volume se deseja calcular, como é mostrado na Figura 4.9.

42

z=1(% Y

Figura 4.9 - Representacdo grafica da integral interna da equagéo (13)

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 234).

Essa integral (14) pode, ainda, ser representada como A(x):

fz(x)
M@=LU £ y)dy (15)

De forma que (13) pode ser reescrita como:

j jR fx,y)dA = L ’ A(x)dx (16)

Para uma integral dupla do tipo 2, um pensamento semelhante pode ser desenvolvido.
Aqui, tem-se uma regido delimitada de acordo com a Figura 4.10.



Figura 4.10 - Representacdo de uma regido do tipo 2

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 234).

Para esse tipo de problema, a integral dupla de uma funcdo f(x,y) seré calculada da

seguinte maneira:

f fR f(x,y)dA = fc ‘ f o f(x, y)dxdy (17)

g1y)

Exemplo 2.2: Calcule o volume do sélido delimitado superiormente pela funcéo z =
f(x,y) =4 — x —y e inferiormente pela regido R, na qual 0 < x < 2 e pela reta que

passa pelos pontosy = 0ey = x.
Solucéo

Esta € uma integral dupla do tipo 1 descrita anteriormente. Logo, o volume desse sélido

poderé ser avaliado utilizando-se a equacgéo (13):

v=| | repa=| b fff(()) £, y)dydx

Os pontos a e b ja estdo determinados, entdo, deve-se avaliar agora os limites f;(x) e
f>(x). Como foi dito ser uma reta, os limites de y podem ser definidos como 0 < y < x.

Resolvendo, entdo, a integral dupla apresentada:

sz L f(x,y)dAzfo2 [fox (4—x—y)dyldx



Exemplo 2.3: Calcule a integral dupla da funcdo z = f(x,y) = x + y, delimitada pela
regido R, definida entre y = 2x% e y = 4x.

Solucéo

A regido de integracdo se encontra entre uma reta e uma parabola, como se evidencia na

Figura 4.11.

2 X
Figura 4.11 - Representacédo da regido R descrita no problema

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 236).

Com isso, pode-se notar que essa integral dupla pode ser tanto do tipo 1 quanto do tipo 2,

pois a regido R pode ser descrita como:

R = {sz Ky K 4x ou R= y/4 < x < \Jy/2
0K x K2 0Ky«8

Calculando, entéo, essa integral considerando-a como sendo do tipo 1:

V=j jR f(x,y)dA=jO2 L: (x + y)dydx
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fz
0 2 y=2x

Xt 205\*% 56
= (a3 -2} =2
x=0

yz y=4x 2
(xy + —) ‘ dx = f (12x? — 2x3 — 2xY)dx
2 0

2 5 5

E calculando-a considerando como uma integral dupla do tipo 2:

V=j fR f(x,y)dA=_[08 Jy\//:’? (x + y)dxdy

8 x2\¥=VY/2 2 1 9
_ - — _ A 2
_fo (ny’z) dy fo (Zyﬁﬁ+4y 32”7 )dy

x=y/4
=8
V2 1 3 .\ 56
_ (Y2 2 Zy2_ 2.3 -
( sV gyt o5y ) 5
y=0
Note que, apesar dos resultados serem 0s mesmos, o segundo calculo pode ser visto como

ligeiramente mais complexo. Logo, uma boa escolha do tipo de integral dupla a ser

avaliado pode facilitar muito o seu trabalho.

Mudando as variaveis nas integrais duplas
Quando se tem um caso de uma integral de uma funcdo de Unica variavel se mostrar muito
complexa, pode-se mudar as variaveis dessa funcdo, buscando-se uma maneira mais

simples de avaliar tal integral, segundo Flemming e Gongalves (2005). Nesse caso:

b d
[ rwax=] rla@)g @

sendo a = g(c) e b = g(d). Assim, pode-se notar que a mudanca das variaveis na

integracdo definida faz com que os limites de integracdo também se alterem.

Como muito do que foi visto e trabalhado até o0 momento para o calculo com func¢des de
duas variaveis, um método semelhante pode ser proposto para as integrais duplas. Assim,

Flemming e Gongalves (2005) indicam que, por meio da seguinte mudancga de variaveis



x=x(uv) e y=yuv) (18)

a integral dupla sobre uma regido R localizada no plano xy pode ser avaliada em uma

regido R’ localizada no plano uv.

Geometricamente, Flemming e Gongalves (2005) relatam que as mudancas de varidveis
citadas simplesmente definem uma aplicagdo ou transformacéo que faz os pontos de uv
a pontos de xy, da mesma forma que se tem na definicdo de uma fungdo. Assim, a regido
uv pode ser aplicada na regido xy. Disso, tem-se que, se a transformacao proposta leva
pontos distintos de R’ a um Unico ponto de R, tem-se uma transformacdo um para um ou

bijetora, o que garante que a transformac&o reversa também é possivel:

u=u(xy) e v=v(xy) (19)

Se as funcbes (18) e (19) forem continuas e apresentarem derivadas parciais continuas

em R’ e R, respectivamente, entdo:

[ senaea=[ [ ey e

dudv  (20)

a(x,y)

Note que, em (20), o termo |a(u )

| é 0 jacobiano de x e y em relacdo as novas variaveis
u e v, o qual é dado por:

dx Odx
06y) _|ou v
d(u,v) |9y Oy

du ov

Flemming e Gongalves (2005) ainda destacam alguns pontos sobre esse assunto:
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i.  Discutir sobre em quais regides a equacdo (20) é valida se mostra extremamente
complexo, sendo relegado a cursos de Andlise Matemética ou de Célculo
Avancado, o que foge do escopo deste material.

ii. O cumprimento de trés condicdes garante a validade de (20):
a. A funcéo f é continua.
b. As regides R e R’ devem ser formadas por um nimero finito de regides
menores que sejam do tipo 1 ou 2 descritos no inicio da secdo 2.1.
c. O jacobiano deve ser diferente de zero em R’ ou se anula apenas em um
namero finito de pontos de R'.
iii. O jacobiano apresentado em (20) pode ser interpretado como uma medida de quéo

modificada a regido sera pela aplicacdo da transformacao (18).

Coordenadas polares
Suponha que vocé se depare com um problema no qual tenha que calcular a integral dupla

de uma funcdo em uma regido R em uma das formas a seguir.

(e :
G

Figura 4.12 - Representacgéo de regides circulares e anelares

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 895).

Veja que é complexo descrever essas duas regides R em coordenadas retangulares. No
entanto, fazendo-se o0 uso de coordenadas polares, o trabalho fica consideravelmente mais

simples. Para as regifes acima, tem-se, respectivamente,
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R={(r6)|0<r<1,0<6<2n} e R={(r0)|1<r<20<6<m}

Segundo Stewart (2017b), as coordenadas polares (r, 8) de um ponto se relacionam com
as coordenadas retangulares (x,y) da seguinte forma, como se pode confirmar pela
Figura 4.13.

r2=x2+y? x=rcosf y=rsend

v
P(r, 0) =P(x,y)

\ 0 u
0 X

=Y

Figura 4.13 - Representacdo das coordenadas polares

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 895).

Assim, Stewart (2017b) diz que, com essas transformacoes, as regides expostas na Figura

4.12 nada mais sdo do que casos especiais de um retéangulo polar, ou seja:

R={r0)|as<r<ba<6<p}

Esse retdngulo polar é evidenciado na Figura 4.14 a). Entdo, para avaliar a integral dupla
de uma funcdo em uma regido que é um retdngulo polar, divide-se o intervalo fechado
[a, b] em m subintervalos [r;_;,7;], sendo que todos esses subintervalos apresentam a
mesma largura Ar = (b —a)/m, e o intervalo fechado [a, 8] em n subintervalos
[9]-_1, 9]-], também com a mesma largura 46 = (8 — a@)/n. Com isso, circulos r =1; e
os raios 6 = @; irdo dividir R em retangulos polares menores R;;, como mostra a Figura

4.14 b).



Figura 4.14 - a) Representacdo de um retangulo polar e b) Divisdo de R em varios

retangulos polares menores R;;

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 896).

Com isso, 0 centro de um desses retangulos polares menores descritos por R =

{(r,o) |1 <r<m 0j1<6< 9]-} devera apresentar como coordenadas:

T‘i = E(ri—l + ri) e 9] = E (9]'_1 + 6])

Agora, € preciso identificar como determinar a area de cada retangulo R;;. Segundo

Stewart (2017b), isso pode ser feito considerando-se que a area de um setor de circulo de
raio igual a r e angulo central 8 deve ser %rze. Fazendo, entdo, a subtragéo das areas de

dois desses setores cujo angulo central € 46 = 6; — 6;_,, descobre-se a area:

1 1 1
A4A; = ErizAH - ETi—1249 = E(riz —11-1°)48

1
=3 (r; =1y —1i21)460 =177 ArA6



Entdo, com o que foi exposto até aqui, pode-se expressar a soma de Riemann para um

retangulo polar. Sendo as coordenadas retangulares do centro de um R;;

(r7cos 6,7/ sen 6;"), a soma de Riemann para esse caso se torna:

m n
Z Z AA; - f(r/cos 6], 'sen 6})
i=1  j=1

(21)

m n
= Z Z f(ricos o;, 1 sen 9]-*) -1 ArA6

i=1 j=1

Vocé pode tornar (21) ainda mais parecida com a soma de Riemann do caso das

coordenadas retangulares, fazendo a consideragéo

g(r,0) =rf(rcos 6,rsen 9)

Com isso, a soma de Riemann fica:

i i g(r7,6;) - arae (22)

i=1 j=1

Para a qual se tem a integral dupla ao tomar o limite com m,n — oo:

m n
f f f(x,y)dA = im z AA; - f(ri cos 0], sen 6;)
R ' i=1  j=1
= lim_ g(r7,6}) - arae = J J g(r,0)drd6
i=1  j=1 « a

B b
= L f(rcos 8,rsen 0)rdrd6 (23)

a
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Exemplo 2.4: Calcule a integral dupla da fungdo z = f(x,y) = 3x? + 4y, em que a
regido R € a regido no semiplano superior definida pelos circulos x? + y2 =1 e x? +

y? =4,
Solucéo

A regido R pode ser descritacomo R = {(x,y) | y = 0,1 < x? + y? < 4}. Essa regido é
idéntica ao anel mostrado na Figura 4.12, sendo facil verificar por essa figura que, em
coordenadas polares, tem-se 1 <r < 2 e 0 < 6 < r. Portanto, aplicando as mudancas

de coordenadas x = rcos 6 e y = rsen 6 e a equagao (23):
T 2
f f (3x% + 4y)dA = f f (3r%co0s? 6 + 4rsen 0)rdrd6
R 0 1

T 2
= f f (3r3cos? 6 + 4r?sen 6)drdo
o 1

™ 3 4 r=2
= f l(—r‘*cos2 6 +—r3sen 9) IdQ
0 4 3 re1
[ (Beoso+ Dsens)as = (Bsen2o+ 2o+ Lcoss)
= . 4 COoS 3 sen = 16587’1 8 3 COoS om0
_45 56
BCE

Exemplo 2.5: Determine o volume do solido delimitado pelo plano z =0 e pelo

paraboloide z = f(x,y) = 4 — x2 — y2.
Solucéo

Tomando z = 0 na funcdo dada, tem-se que x? + y? = 4. Entéo, o plano intercepta o
paraboloide no circulo x? + y? = 4, sendo que o sélido se encontra acima desse circulo.
Tem-se, entdo, em coordenadas polares, que essa regido € descritapor 0 <r <2e0 <
6 < 2m. Portanto, aplicando as mudancas de coordenadas x = rcos @ ey =rsenf e a

equacao (23):

27T 2
j j (4 —x2—y?)dA = j j (4 —r?cos? 6 —r?sen? 8)rdrd6
R 0 0



21 2 21 2
= f f [4 —r%(cos? 8 + sen? B)|rdrdo = f f (4 —r¥)rdrdb
0 0 0 0

2T 2 2T 1 r=2 21
= f f (4r —r3)drdo = f (Zrz - —r4> do = f 4do
0 0 0 4 =0 0

= (40)9=5" = 8m

Aplicacoes
As integrais duplas apresentam uma série de aplicacGes, nas mais diversas areas. Uma
das mais comuns, como foi visto em praticamente todo o desenvolvimento do assunto, é

para o célculo do volume.

Além disso, Flemming e Gongalves (2005) ainda indicam que as integrais duplas podem
ser empregadas para avaliar areas de regides planas. Isso acontece caso a funcdo f(x,y)

seja igual a 1. Nesse caso:

f fR flx,y)dA = f L dA

Assim, por exemplo, se a regido R for do tipo 1, tem-se:
b f2(x) b
R a 1(x) a

b
[ 156 - fiGax (24)

a

Exemplo 2.6 (Flemming e Gongalves, 2005): Determine a area da regido R delimitada

porx=vy*+1ley=3—x.
Solucéo

Essa regido é evidenciada na Figura 4.15.
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Figura 4.15 - Representagéo da regido R descrita

Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (2005, p. 263).

Aplicando a equacéo (24):

1 3—y 1
A =f f dA =f f dxdy =f (x)3;_3:1dy
R —2 Jyzi —2 Y
1

1 1
f Q-y—-y»dy = (Zy —Eyz —§y3> =9/2
-2

Além de areas e volumes, as integrais duplas podem ser também empregadas em diversos

topicos de fisica, como no calculo da massa, do centro da massa e do momento de inércia.



ATIVIDADE

2) Visando a préatica de calculo de integrais duplas em coordenadas modificadas, calcule
aintegral dupla da fungdo f (x,y) = x? + 2y em uma regido D que é delimitada pelas
parabolas y = 2x% e y = 1 + x2. Assinale, ento, a alternativa correta.

a) A integral dupla em questdo é avaliada em uma regido tipo 1, cujo resultado é
igual a 32/5.

b) A integral dupla em questdo é avaliada em uma regido tipo 1, cujo resultado é
igual a 12/5.

c) A integral dupla em questdo é avaliada em uma regido tipo 2, cujo resultado é
igual a 12/5.

d) A integral dupla em questdo é avaliada em uma regido tipo 2, cujo resultado é
igual a 32/5.

e) A integral dupla em questdo é avaliada em uma regido tipo 1, cujo resultado é

igual a 4/5.
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INTEGRAIS TRIPLAS

Vamos, agora, caro(a) aluno(a), expandir tudo o que foi visto até aqui para outro caso de
integracdo: o caso da integral tripla. Stewart (2017b) indica que o processo para
determinar esse tipo de integral pode ser avaliado de forma semelhante ao que foi descrito
para as integrais duplas. No entanto, no caso das integrais triplas, a regido onde a integral
tripla é avaliada ja e tridimensional, acarretando a falta de uma analogia geométrica mais

simples de se realizar.

Entdo, iniciaremos os estudos considerando uma das mais simples formas de regido
tridimensional: uma caixa retangular. Essa construcdo tridimensional pode ser

representada da seguinte forma:

B=[ab]lx[c,d]|x[rs]={(,y,z)|]la<x<bc<y<dr<z<s} (25

Essa regido R pode ser subdividida em B caixas menores, fazendo o intervalo [a, b] ser
dividido em [ subintervalos [x;_;,x;], todos com o mesmo comprimento Ax =
(b — a)/l, o intervalo [c,d] ser dividido em m subintervalos [yj_l,yj], todos com o
mesmo comprimento Ay = (b—a)/m e o intervalo [r,s] ser dividido em n
subintervalos [z,_4, z;] de mesmo comprimento 4z = (s — r)/n. Com isso, cada uma

dessas caixas menores é descrita como:

Bijx = [xi—1, %] X [yj—1, ¥j] X [2k—1, Zx] (26)

Esse procedimento esta ilustrado na Figura 4.16.



Figura 4.16 - Representacdo de B em diversas caixas B jy.

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 913).

Note que o volume de cada uma dessas caixas B;j, € A4V = AxAyAz. Pode-se propor a

soma tripla de Riemann para esse caso:

m
Z Z f (0 Vi 2ix) - AV (27)

l n
i=1  j=1 k=1

sendo que (xl-*jk, Vijio z{‘jk) simplesmente é um ponto de amostragem localizado em algum
ponto das caixas B;j,. Entéo, por analogia ao caso da integral dupla, pode-se definir a

integral tripla como o limite de [, m,n — oo da soma tripla de Riemann, caso esse limite

exista:
f j j F(x,y,2)dV
B
l m n (28)
= m D D D S G 4V
i=1  j=1 k=1

De forma analoga também, pode-se propor uma extensdo do Teorema de Fubini para as
integrais triplas.
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Teorema 2 - O Teorema de Fubini paraintegral tripla: Seja uma funcéao f (x, y, z)
continua em um espago retangular B = [a, b] X [c,d] X [r, s], entdo, as integrais

triplas obedecem a seguinte relacéo:
S d b
j '[ .[ f(x,y,2)dV = j f J f(x,y,z)dxdydz (29)
B T c a

Ou seja, de acordo com esse teorema, mantém-se y e z constantes e integra-se em relagédo
a x. Em seguida, mantém-se z constante e integra-se em relacdo a y. E, finalmente,
integra-se o resultado em relacdo a z. Note que é possivel alterar a ordem de integracao,

assim como se faz no caso da integral dupla.

Exemplo 3.1: Avalie a integral tripla da funcéo f(x,y,z) = xyz naregido B = [0,1] X
[0,2] x [0,3].

Solucéo

Basta aplicar a equacao (29):

j j j f(x,y,2)dV = f f J xyz dxdydz
f f x yz dydz
x=0
3 2 q 3 y=2 3
= f ] —yzdydz = f (—yzz) dz = f zdz =
0 o 2 0 4 y=0 0

1 z=3

32) =97

Stewart (2017b) destaca que, essencialmente, as integrais triplas apresentam as mesmas
propriedades que as integrais duplas, de modo que as propriedades discutidas na se¢do
1.2 podem ser estendidas sem problemas para 0s casos nos quais se busca avaliar uma
integral tripla. O mesmo se tem para as aplicagdes das integrais duplas: todas as
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aplicacdes das integrais duplas podem ser estendidas para as integrais triplas, de modo a

ser possivel lidar com casos mais complexos.

Retornando para a sequéncia empregada no caso de integrais duplas, Stewart (2017b)
expde que se deve considerar, agora, 0 caso de avaliar uma integral tripla em uma regiéo
qualquer, ndo apenas em uma regido que seja uma caixa retangular. Por exemplo,

considere a regido genérica E exposta na Figura 4.17.

Figura 4.17 - Representacdo de uma regido genérica E

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 914).

Supondo que essa regido E seja limitada, ela pode se encontrar contida em uma regido
clbica, semelhante aquela descrita por (25). Considerando esse passo, pode-se definir
uma fungéo F, de modo que F coincida com a funcéo original f na regido E e seja igual

a zero nos demais pontos fora da regido E. Ou seja:
f f f f(x,y,2)dV = f f f F(x,y,z)dV (30)
E B

Para continuarmos as andlises, iremos nos restringir a fun¢es que sejam continuas e a
determinados tipos de regides. O primeiro tipo a ser estudado € aquele no qual a regido E

estd contida entre os graficos de duas funcGes continuas de x e y. Entdo, sendo D a



projecédo do solido E sobre o plano xy, como mostra a Figura 4.17, esse caso é dito tipo

1 e pode ser representado como

Ez{(x:y.z)|(x.}’)ED:u1(X.J’)SZSu2(x:3’)} (31)

Assim, tem-se
f L j f(x,y,2)dV = f L I fu i;xyj) flx,y,2)dz|dA (32)

Para esse caso de integral tripla, se a projecdo D for uma regido do tipo 1 para o caso da

integral dupla, como mostra a Figura 4.18 a), entdo, o que se tem é:

E={(xy2)|a<x<bgi(x) Sy < g,(x),us(x,y) <z <u(x,y)}  (33)

Com isso, a equagéo (32) se torna:

j JE f f(x,y,2)dV = fa ’ f o f R f(x,y,z)dzdydx (34)

91(x) uq(x,y)

Agora, se a projecdo D for uma regido do tipo 2 para o caso da integral dupla, como

mostra a Figura 4.18 b), entdo, 0 que se tem é:

E={(xy,2) |M(x) Sx<hy(x),c<y<du(xy) <z=<u(xy)} (35)

Com isso, a equacéo (32) se torna:



f fE f f(x,y,z)dV = fcd th(x) fuZ(x,y) f(x,y,2z)dzdxdy (36)

hq(x) uy (x,y)

Figura 4.18 - a) Regido solida tipo 1 e projecdo do tipo 1 e b) Regido solida tipo 1 e
projecéo do tipo 2

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 914).

A Figura 4.19 apresenta os outros dois tipos de regides sélidas a serem considerados nos

estudos de integrais triplas.

a)

X=1y(y, 2)
Figura 4.19 - a) Regido solida tipo 2 e b) Regido sélida tipo 3

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 915).
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O segundo tipo a ser estudado é aquele no qual a projecdo do sélido E se d& sobre o plano
yz, como mostra a Figura 4.19 a). Nesse caso, dito tipo 2, a superficie traseira é x =

uy (v, z) e a superficie frontal é x = u,(y, z). Assim, tem-se:

E={(x,y,z)I(y,z)ED,ul(y,Z)SxSuz(y,Z)} (37)
f f f f(x,y,2)dV = f f l f o f(x,y,z)dx|dA (38)
E D u; (v,2)

Finalmente, o terceiro tipo é aquele no qual a projecdo do sélido E se d& sobre o plano
xz, como mostra a Figura 4.19 b). Nesse caso, dito tipo 3, a superficie esquerda é y =

u, (x, z) e a superficie direita é y = u,(x, z). Assim, tem-se:

E={(xy2)|(x2) €D,u(x,z) <y <uy(x,2)} (39)
f f ] f(x,y,z)dV = f f I f e f(x,y,z)dy|dA (40)
E D uq(x,2)

FIQUE POR DENTRO

Um ponto que facilita o desenvolvimento dos conceitos de integrais duplas € visualizar
0 problema como caso de calcular o volume de um s6lido. Agora, no caso da integral
tripla, um solido tridimensional ja é a regido de integracdo, dificultando a visualizacdo do
resultado de uma integral tripla. No entanto uma expansdo dos conceitos geométricos
pode ser feita aqui: se vocé for capaz de pensar em quatro dimenses, vocé pode imaginar
o célculo de uma integral tripla como um caso de “volume” de um hipercilindro ou outra
forma geométrica mais complexa. Esses elementos geométricos sdo muito Uteis em areas
de ciéncia avancada.

Vocé pode saber mais a respeito desse assunto acessando o link disponivel em:
<http://nautilus.fis.uc.pt/gazeta/revistas/29_4/vol29 4 Art01.pdf>. Acesso em: 29 abr.
2019.



http://nautilus.fis.uc.pt/gazeta/revistas/29_4/vol29_4_Art01.pdf

ATIVIDADE

3) Visando a pratica de calculo de integrais triplas, calcule a integral tripla da fungéo

f(x,y,z) = 2x em uma regido B que é delimitada pelos planos coordenados e pelo
plano >+ > + z = 1. Assinale, entdo, a alternativa correta.

a) A regido onde se deve avaliar essa integral tripla é claramente uma regido
exclusivamente do tipo 2.

b) Avaliando a integral tripla pedida, o resultado seré 3/2.

c) Avaliando a integral tripla pedida, o resultado sera 1/2.

d) A regido de integracdo apresentada, caso seja considerada uma regido de tipo 3,

, A 1
apresentaracomollmlteSOSyg1—%—2,0£x£1—§xe0sZ31.

e) : Avaliando a integral tripla pedida, o resultado sera 5/2.
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MODIFICACAO DAS VARIAVEIS EM INTEGRAIS TRIPLAS

Vimos que, na geometria plana, é mais pratico utilizar coordenadas polares quando se
trabalha com regifes curvas. J& no caso tridimensional, existe mais de uma forma prética
de se realizar mudanca de variavel: nessa situacdo, geralmente se trabalha com

coordenadas cilindricas e esféricas, como veremos a seguir.

Coordenadas cilindricas
Em um sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P qualquer deve ser representado
pela tripla ordenada (r, 0, z). Dessas coordenadas, r e 6 sdo coordenadas polares da
projecdo desse ponto P no plano xy, enquanto a coordenada z € a distancia orientada
entre P e xy, como mostra a Figura 4.20 (STEWART, 2017b).

A
v P(r, 6, z)
0 z
7} r \\\,
y
x y (1, 6,0)

Figura 4.20 - Representacdo das coordenadas cilindricas

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 922).

Segundo Stewart (2017b), a mudanca das coordenadas cilindricas para as retangulares

pode ser feita mediante as seguintes equacoes:

x=rcos y=rsenf z=z (41)



Ja a conversdo de coordenadas retangulares para coordenadas cilindricas, ocorre da

seguinte forma:

r2=x24+y2 tgf=% z=z (42)

X

Esse tipo de coordenadas é muito util para lidar com problemas em que se tem algum tipo

de simetria em torno do eixo z.

Calculo de integrais em coordenadas cilindricas
Primeiramente, suponha que a regido de integracdo E seja uma regido do tipo 1, para a
qual a projecdo no plano xy seja feita simplesmente em coordenadas polares, como

mostra a Figura 4.21.

Figura 4.21 - Representacdo de uma regido E do tipo 1 e sua projecdo D em coordenadas

polares

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 924).

Sendo a fungdo fcontinua e a regido E definida como

E={(xy2)|(xy) €D u(xy) <z<uxy)}
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sabe-se como € possivel avaliar a integral tripla com essas condi¢des: basta aplicar a
equacdo (32). No entanto ja foi visto como avaliar uma integral dupla em coordenadas
polares. Aplicando, entdo, o mesmo raciocinio empregado no caso das integrais duplas, a

equacao (32) pode ser avaliada, em coordenadas cilindricas, da seguinte forma:

| j [ rayaaw

h,(6) U, (rcos 0,rsen 6)
= .[ .[ f f(rcos 8,rsen 0,z)rdzdrdf
a h

1(0) uq(rcos 0,rsen 6)

(43)

A equacdo (43) é conhecida como férmula de integragéo tripla para coordenadas
cilindricas. Essa formula, segundo Stewart (2017b), deve ser empregada para 0s casos
em que a regido E apresenta uma descricdo em coordenadas cilindricas mais simples.
Além disso, um caso que geralmente pede o uso desse tipo de integracdo tripla é quando

se tem f(x,y, z) envolvendo a expressdo x? + y2.

Coordenadas esféricas
Quando se tem uma regido de integracdo de forma coOnica ou esférica, o uso de
coordenadas cilindricas pode ser tdo complexo quanto o uso de coordenadas retangulares.

Para esses tipos de problemas, é aconselhavel o uso de coordenadas esféricas.

No sistema de coordenadas esféricas, um ponto P qualquer deve ser representado pela
tripla ordenada (p, 6, ¢). A Figura 4.22 apresenta como localizar um ponto P nesse
sistema de coordenadas. Note que a coordenada p nada mais é do que |OP], ou seja, a
distancia do ponto P a origem. Ja a coordenada 8 é a mesma definida nas coordenadas
cilindricas. Finalmente, a coordenada ¢ indica o angulo entre o eixo z positivo e 0
segmento de reta OP. Dito isso, noteque p > 0e 0 < ¢ < m (STEWART, 2017b).



P(p, 6, &)

/&

Figura 4.22 - Representacdo das coordenadas esféricas

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 927).

Esse tipo de coordenadas, além de ser Util para avaliar integrais triplas em regides
esféricas e conicas, mostra-se muito pratico quando se tem problemas com algum tipo de
simetria ao redor de um ponto, que deve ser considerado como a origem na analise do
problema. Por exemplo, sendo ¢ um valor real, nas coordenadas esféricas, se p = c, essas
coordenadas descrevem uma esfera de raio c; se 8 = ¢, tem-se um semiplano vertical
localizado no angulo c; e se ¢ = c, aregido descrita € um semicone cujo eixo se encontra

no eixo z (STEWART, 2017b). Esses casos sdo exemplificados na Figura 4.23.



0<c<m/2 m2<c<m
Figura 4.23 - Regibes simplificadas das coordenadas esféricas

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 927).

Agora, é preciso determinar como coordenadas retangulares séo representadas na forma
de coordenadas esféricas. Para isso, a Figura 4.24 apresenta informac@es Uteis para essa

mudancga.

A

NN

P'(x, y,0)



Figura 4.24 - Relacdes entre coordenadas retangulares e esféricas

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 927).

Pela andlise dos triangulos OPQ e OPP’, da trigonometria, encontra-se que z = pcos ¢ e
r = psen ¢. No entanto tem-se que x = rcos 8 e y = rsen 6. Entdo, para converter
coordenadas esféricas para coordenadas retangulares, faz-se o uso das seguintes

equacoes:Xx

x=psen¢pcosf y=psenpsenf z=pcose (44)

Além disso, convém destacar que:

p? =x*+y*+ 22 (45)

Calculo de integrais em coordenadas esféricas
Quando se trabalha com o sistema de coordenadas esféricas, o elemento geométrico

correspondente a caixa retangular € a cunha esférica, como mostra a Figura 4.25.

ZA

r; A@= p;send, A6
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Figura 4.25 - Cunha esférica usada no célculo de integrais triplas em coordenadas

esféricas

Fonte: Adaptada de Stewart (2017b, p. 928).

Essa cunha é definida como

E={(p0,p)|la<p<ba<b<pP,c<¢p<d}

onde a=>0, f—a<2med—c<m Mesmo que anteriormente as integrais triplas
tenham sido avaliadas em regides divididas em pequenas caixas, Stewart (2017b) relata

que ndo ha problemas em usar cunhas para tal tarefa.

Dividindo, entéo, a regido E em pequenas cunhas esféricas E;;,, com pequenas esferas
igualmente espacadas p = p;, semiplanos 6 = 6; e semicones ¢ = ¢, 0 resultado que

se tem é aquele evidenciado na Figura 4.25, uma caixa quase retangular cujas dimensdes
sdo Ap, p;A¢ e p;seng, 46. Com isso, Stewart (2017b) indica que uma aproximacéo para

0 volume desse elemento Ej ;, pode ser

Viji = (4p)(piAd) (pisend, A6) = p;*seng, ApApAo (46)

Usando o Teorema do Valor Médio, Stewart (2017b) ainda diz que o volume exato do

elemento E; j é

Viji = pi*seng ApAdAo (47)

onde (Bi;gj; Qk) € um ponto qualquer dentro de Ej. Se a coordenada retangular desse

ponto for (x;jx, i i), entdo:



l m n
j j j f(x,y,2)dV = llﬂwz Z Z f (i Vijio Zine) - AVije
E

i=1 j=1 k=1

l m n
= lim Z Z Z f (pl-sen ¢y cos 0;, pisen ¢y sen 8, p;cos q,')k) pilseng, ApApAB
Lo i=1  j=1 k=1 B B T B B T B

Como essa soma é uma soma de Riemann para uma funcéao

f(p,8,¢) = f(psen ¢ cos 6, psen ¢ sen 8, pcos ¢p)p?sen ¢

Entdo, a férmula para integracdo tripla em coordenadas esféricas é:

j j j f(x,y,z)dv

= j f f f(psen ¢ cos 0, psen ¢ sen 0, pcos ¢p)p*sen pdpddp

(48)

REFLITA

As mudancas de variaveis sdo muito praticas para trabalhos manuais, tornando o célculo
de algumas integrais um  processo  consideravelmente  mais  simples.
Computacionalmente, vocé acha que mudancas de variaveis podem ser Uteis, pensando

em nivel de processamento?



ATIVIDADE

4) Visando a pratica de calculo de integrais triplas em coordenadas modificadas, calcule

o volume do sélido delimitado pelo cone z = /x2 + y2 e pelaesfera x? + y? + z2 =

z, como evidencia a figura a seguir.

-
&

O volume sera igual a 1/8.

O volume seré igual a /8.
O volume seré igual a /4.
O volume sera igual a 1/4.

O volume seré igual a /2.
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Esse livro de Calculo contém uma boa quantidade de exemplos e graficos de fungdes de
duas variaveis, facilitando a compreensao dos assuntos, os quais sdo abordados em uma
linguagem simples e didatica. E um excelente material para aprimorar e exercitar os seus

conhecimentos.
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Ao terminar a leitura e o estudo deste livro de Calculo Diferencial e Integral Il, vocé
certamente ampliou suas bases de conhecimento, as quais serdo necessarias para uma

vasta gama de outras disciplinas.

Todas as unidades apresentadas no decorrer deste livro sdo igualmente importantes,
mesmo que, sejam, aparentemente, simples. Uma grande dificuldade que os alunos
encaram ao estudarem esta disciplina encontra-se nas bases, ou seja, 0s estudantes
apresentam conhecimento parco sobre func@es e outros conceitos mais simples do célculo

para fun¢des com uma Unica variavel.

Entdo, este material teve como um esqueleto basico os conteldos apresentados nas
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral I. Com isso, 0 primeiro assunto a ser
apresentado foi o tdépico central: as funcbes com mais de uma variavel. Antes de,
efetivamente, definirmos os conceitos dessas fungdes, apresentamos 0s espagos com n
variaveis, de modo a simplificar a definicdo de funcdes especiais. Com 0s conceitos
desenvolvidos, a representacdo grafica das fun¢des com duas variaveis foi realizada, de

modo que vocé pode se familiarizar com a representacdo tipica e simples das fungdes.

Fundamentados os conceitos das fungdes, partimos efetivamente para os estudos de
calculo. Comegcamos com a definicdo de limite para as fungdes, apresentando esse
conceito de uma forma mais intuitiva, inicialmente, para depois apresenta-lo de maneira
formal. Com a definicdo de limite em mé&os, partimos para avaliar os casos de

indeterminagdes e continuidade das funges.

Finalizado o estudo do limite para as fungdes, partimos para o estudo das derivadas. No
caso das fungdes de uma Unica variavel, a derivada de uma funcdo com mais de uma
variavel surge de um limite recorrente; no entanto, antes de avaliarmos esse limite,
escolhemos uma varidvel da funcdo para poder ser variada, enquanto as demais séo
mantidas constantes. Assim, ao transformar uma fungdo de vérias variaveis em uma
funcdo de uma Gnica varidvel, somos aptos a avaliar a derivada parcial de uma fungéo.
No entanto, depender sempre da avaliacdo de um limite ndo é muito eficaz; assim,
desenvolvemos formas mais praticas de avaliar as derivadas parciais de uma funcao.
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Também foi apresentado o caso das derivadas parciais sucessivas, que sao derivadas de

ordem superior para fungdes com mais de uma variavel.

Fechando os estudos das derivadas, fomos apresentados as formas de analisar funcdes
com o0 uso das derivadas. Assim, estudamos como encontrar pontos criticos e,
consequentemente, pontos de maximo e de minimo de fungdes. Esse tipo de andlise é
extremamente importante, sendo uma das principais aplicacées do Calculo Diferencial e

Integral I1.

No ultimo topico, estudamos, naturalmente, as integrais de funcdes com mais de uma
variavel. Fomos apresentados as integrais duplas e triplas, assim como a algumas técnicas
de modificacdo das varidveis, visando facilitar a resolucdo de algumas integrais.
Buscando facilitar a compreenséo deste tpico, foi realizado um uso intenso de recursos

graficos.

Portanto, agora que fechamos este material, esperamos ter fornecido a vocé uma boa
ampliacdo das bases desenvolvidas no Calculo Diferencial e Integral I, apresentando a
vocé, estudante, uma série de novas habilidades. Agradeco a escolha do material e espero
que a parte do conhecimento partilhado com vocé, por meio deste livro, seja aproveitada

intensamente, contribuindo para o seu desenvolvimento pessoal e profissional.
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